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Chapter 1

Spatii vectoriale

1.1 Spatii vectoriale peste un corp K

Fie K un corp comutativ (poate fi corpul numerelor complexe C, cel al numerelor reale
R, cel al numerelor rationale Q sau al claselor de resturi modulo p, Z, (p prim), etc).
Fie (V,+) un grup pe care definim o operatie externa

KxV -V
(a,v) = a-v
care satisface axiomele:
V1. (af) -v=a-(F-v)
V2. (a+8)-v=a-v+8-v
V3. a-(v+w)=a-v+a-w
V4. 1-v =,

pentru orice «, § € K si orice v,w € V. (V,+,-) se numeste K-spatiu vectorial (sau spatiu
vectorial peste corpul K).

Observatie. Intr-un spatiu vectorial (V,+,-), adunarea este comutativa.

(14+1)-(a+b)=(1+1)-a+(1+1)-b=a+a+b+b
iar
1+1)-(a+b)=1-(a+b)+1-(a+b)=a+b+a+b,
decia+b=b+a. O
Elementele lui V' se numesc vectori, iar elementele lui K se numesc scalari. Operatia
internd + este adunarea vectorilor, iar operatia externa - este inmulfirea vectorilor cu
scalari.
Cand K = C, respectiv K = R, spatiul V' se numeste spatiu vectorial complex, respectiv
spatiu vectorial real.



Propozitie. Intr-un K-spatiu vectorial V', au loc:

e Og-v =0y, Yv €V, unde O este elementul neutru al grupului aditiv (K, +), iar Oy
este elementul neutru al grupului (V,4+), numit vectorul nul al spatiului vectorial
V.

e a-0,=0,, Va e K
e o-v =0, daca si numar daca o = Og sau v = Oy

o (—1)-v=—v,Yw eV, unde —v este opusul vectorului v € V in grupul (V,+).

1.2 Exemple de spatii vectoriale

1. Spatiul vectorilor legati si spatiul vectorilor liberi

sunt spatii vectoriale reale.

2. Spatiile vectoriale standard K", n € N*

Pe produsul cartezian K® = {z = (2!,22,...,2"),2" € K,i = 1,n} se poate defini o

structura de K-spatiu vectorial, numita structura canonica a lui K”. Operatia externa
este data de

c+y= (' +y 2+ 2" ") Vo= (22?2 y = (R ") €K
iar cea externa de
ar = (ax',az?, ... az"),Ya € K", Vo = (z},2%,...,2") € K™

3. Spatiul M, ,(K) al matricelor dreptunghiulare cu elemente din K

este un K-spatiu vectorial. Daca A = (a;;) si B = (b; j) sunt doua matrici din 9, »(K),
iar a € K, atunci operatiile care dau structura de spatiu vectorial sunt

A+ B= (am‘ + b@j) € Qﬁm,n(K)
si
aA = (aa;;) € My, n(K).

Daca m = n, se obtine K-spatiul vectorial al matricelor patratice de ordinul n. Daca
m = 1, se obtine K-spatiul vectorial al matricelor linie, iar daca n = 1, se obtine K-spatiul
vectorial al matricelor coloana. Aceste ultime doua spatii se identifica cu K.



4. Spatiul functiilor V4 = {f: 4 -V}

unde V este un K-spatiu vectorial, este, la randul lui, un K-spatiu vectorial. Operatia de
adunare a functiilor este data de

frg: A=V, (f+9)(x) = f(z)+9g(2),

iar operatia externd pe V4 peste K

K x VA - vA

(. f) = af, (af)(z) =af(z).
Spatiile K" si 9, »(K) sunt, de fapt, spatii de tipul VA unde V = K si A =
{1,2,...,n}, respectiv A = {1,2,...,m} x {1,2,...,n}.
5. Spatiul §(A4;K) al functiilor cu suport finit
este un K-spatiu vectorial. Pe multimea
(A K)={f:A—K, f(z) =0 cu exceptia unui numar finit de puncte }

se defineste suma si inmultirea cu scalari ca in exemplul anterior.

6. Spatiul vectorial real C([a,b]) al functiilor continue pe [a, b],

cu operatiile definite mai sus. De asemenea,

7. Spatiul vectorial real D([a,b]) al functiilor derivabile pe [a, b]

8. Spatiul vectorial K, [X] al polinoamelor intr-o variabila X (de grad mai mic
sau egal cu un n fixat), cu coeficienti in corpul K,

relativ la operatiile uzuale de adunare a polinoamelor si inmultire a acestora cu numere
reale.

9. K-spatiul polinoamelor de forma ag(X? + Y?) + a1 X + a2Y + a3, cu a; € K,
ag # 0

este legat de multimea cercurilor din plan. La fel,

10. K-spatiul polinoamelor de forma ag XY + a1 X + a2Y 4+ as, cu a; € K, ag #0
este legat de multimea hiperbolelor cu asimptotele paralele cu axele sistemului de coordo-
nate.

11. Corpul numerelor reale R

este un Q-spatiu vectorial. Evident, corpul numerelor rationale Q nu este un R-spatiu
vectorial (operatia externa nu se poate defini).



12. Numerele reale de forma a + bv/2 + ¢v/3

formeaza un Q-spatiu vectorial.

13. Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii liniare si omogene

cu coeficienti Intr-un corp K formeaza un K-spatiu vectorial.

14. Complexificatul unui spatiu vectorial real

Daca V este un spatiu vectorial complex, pe el se poate defini Intotdeauna o structura de
spatiu vectorial real. Operatia interna raméane aceeasi, iar operatia externa peste R este
restrictia la R a operatiei externe peste C.

S& presupunem acum ca V este un spatiu vectorial real. Se poate defini pe V2 =V xV
o structura de spatiu vectorial complex astfel: operatia interna este data de

V2x V25 V2, (v1,w1) + (v2, wa) = (v1 + v2, w1 + w2),
iar operatia externa peste C
Cx V2=V (a+iB)(v,w) = (av — fw, 0w + Bv).

Spatiul V2, cu structura de spatiu vectorial complex, se numeste complezificatul lui V si
se noteaza Cy .

1.3 Dependenta liniara de vectori

Fie S = {v1,...,v,} un sistem finit de vectori dintr-un K-spatiu vectorial V. Spunem
ca un vector v € V este combinatie liniard de vectorii sistemului S daca exista scalarii
AL, ... Ay € K, astfel incat

V=AU + ...+ AUp.

Exemple. e In spatiul vectorial real al numerelor complexe, orice numar compler z =
a + bi este o combinatie liniara a numerelor complexe 1 si 1.

e In spatiul vectorial Ky [X] al polinoamelor de grad cel mult 2, orice polinom P(X) =
aX? 4+ bX + c este o combinatie liniard a polinoamelor 1, X si X?2.

Un sistem finit de vectori S = {v1,...,v,} (din K-spatiul vectorial V') se numeste
liniar independent (sau vectorii sai sunt liniar independenti) daca

Oy =1+ ...+ vy, = A1 =... = A\, =0k
In caz contrar, S este liniar dependent.

Propozitie. Sistemul S = {v1,...,v,} este liniar dependent daca si numai daca cel putin
unul din vectorii sai este o combinatie lintara a celorlalti.



Propozitie. Fie S = {vi,...,v,} un sistem finit de vectori din V.
e Daca un subsistem al lui S este liniar dependent, atunci i S este liniar dependent.
e Daca S este liniar independent, atunci orice subsistem al sd este liniar independent.
Exemple. o Numerele complexe zy = 1 — i, z0 = 2+ 21 i z3 = 3 + 3i sunt liniar

dependente (peste corpul numerelor rationale), deoarece zo = §Z3, chiar daca z1 nu

este liniar dependent de z9 $i z3.

e Polinoamele P (X) = X — X2, Py(X) =1-2X, P3(X) = 1+ X2 5i Py(X) = 1-2X?
sunt liniar dependente peste Q, deoarece Py = 2P, + Ps.

e Se verificd usor ca numerele complexe 1+ si 1 — i sunt liniar independente peste
corpul numerelor reale.

e Vectoriie; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1) din K" sunt liniar independenti peste
corpul K.

o Sistemul {1,sinx, cosz} este liniar independent in spatiul vectorial real R¥.
o InRR, sistemul {1,sin? z, cos® z} este liniar dependent.

o Sistemul alcdatuit dintr-un singur vector v este liniar dependent dacd si numai dacd
v este vectorul nul. Doi vectori sunt liniar dependenti daca st numai dacd au aceeagt
directie. Trei vectori (legati) sunt liniar dependenti dacd si numai dacd sunt copla-
nari. Patru vectori sunt tntotdeauna liniar dependenti.

Ideea de vectori liniar independenti se extinde si la sisteme infinite de vectori.

Un sistem infinit S = {v, : @ € I} de vectori din spatiul vectorial V' este liniar
independent daca orice subsistem finit al sau este liniar independent. In caz contrar,
sistemul este liniar dependent.

Un vector v € V este combinatie liniard a unui sistem de vectori S (finit sau infinit)
daca este combintie liniara a unui subsistem finit al lui S.

Exemplu. Fie K[X] spatiul vectorial al polinoamelor intr-o variabila X, cu coeficienti
intr-un corp K. Sistemul infinit de polinoame {1, X, X2 X3 ...} este liniar independent,
deoarece orice subsistem finit al sau {X™ ... X"} este liniar independent.

1.4 Baze. Coordonate de vectori. Dimensiune

Fie S = {vq : @ € I} un sistem oarecare (finit sau infinit) de vectori din K-spatiul
vectorial V. Sistemul S este sistem de generatori pentru V daca orice vector din V este
o combinatie liniara a lui S.

Un sistem de vectori B = {v, : @ € I} din K-spatiul vectorial V este o bazd a lui V
daca



e B este liniar independent
e B este sistem de generatori pentru V.

Dacd B = {v, : @ € I} este o baza a K-spatiului vectorial V', atunci orice vector v € V
se poate exprima in mod unic in forma

VU= MU+ ...+ AUp,

unde Aj,..., A\, € K, iar {vy,...,v,} C B. Sistemul de scalari {\y, ..., A\, } poartd numele
de coordonatele vectorului v in baza B.

Evident, dacd un v € V se scrie sub forma v = > Aqv, si, in acelagi timp v = > pavq
ael acl
(coeficientii Ay §i 1o sunt zero, cu exceptia unui numar finit, deci sumele sunt finite), atunci

jngxava _'jg:/ﬁava =0,

ael acl
deci > (Aa — fa)Vva = 0, adica Ay = pqg-
acl
Exemple. o In spatiul vectorial Es al vectorilor legati intr-un punct O, orice sistem

format din trei vectori necoplanari determind o baza. Coordonatele unui vector
arbitrar vor fi date de descompunerea (se poate face geometric...) acestui vector
dupa directiile vectorilor din baza.

o InK", sistemul de vectorie; = (1,0,...,0),...,e, = (0,0,...,1) este o baza, numita
baza canonici (sau baza naturald). Orice vector v = (vl,...,v") € K" se scrie in
mod unic

UV =101€1 + ...Un€pn.

e O baza a lut C peste R este data de numerele compleze 1 i 1.
o O baza pentru spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult 2 este datd de
monoamele 1, X si X?.
o In K-spatiul vectorial My, n(K), o baza este formata din sistemul de matrici E; ;,
unde
0---0---0
Ei;j=10---1---0 (1 la intersectia liniei i cu coloana j).
0---0---0

O matrice A = (a; ;) € K se va scrie in mod unic sub forma

m n
A=Y aigEy,
i=1 j=1

iar {a; j} sunt coordonatele lui A in baza {E; ;}.



o Subspatiul nul {0y} nu admite baza, deoarece sistemul {0y} este liniar dependent.

o Fie A o multime nevida oarecare si
SAK)={f:A—=K, f(z) =0 cu exceptia unui numdar finit de puncte }.

Aceasta multime are o structurd de K-spatiu vectorial in raport cu adunarea functiilor
st inmulfirea acestora cu scalari. Construim o bazd in acest spatiu.

Pentru orice a € A, definim functia

1, daca x =a

fa: A=K, fa(z):{ 0, dacd x # a.

Sistemul de functii B = {f,,a € A} este o bazd a spatiului F(A;K). Intr-adevdr, o
functie f € F(A;K) se scrie sub forma

k
f(z) = Z)\kfai(x)7
i=1

unde {a;,i = 1,k} este multimea (finitd) a punctelor unde f nu se anuleazd, iar
Xi = f(a;). In plus, daca

k
D Aifa, =0 € F(AK),

i=1

atunci, egaland cele doud functii pentru punctele a;, obfinem A1 = ... = A\ = 0.

e Orice sistem de generatori al unui spatiu vectorial contine o baza.

e Fiecare sistem de vectori liniar independenti dintr-un spatiu vectorial
poate fi extins la o baza.

e Orice spatiu vectorial netrivial admite cel putin o baza.

Spatiile vectoriale care admit o bazd finitd se vor numi spatii finit dimensionale.

Propozitie 1.4.1. Daca B = {e1,...,e,} este o bazda finita a K-spatiului vectorial
V siw = wier + ... + wpe, € V are proprietatea ca w; # 0, atunci sistemul B* =
{e1,...,ei—1,w,€i41,...,en} este, de asemenea, o bazd pentru V.

Dem: Sistemul B* este liniar independent. Tntr—adevér, daca
Ater+ .o+ Ais1eim1 + Aw + >\i+1€i+1 + .o+ ey =0, (*)
inlocuind pe w, se obtine

(/\1 + w1)61 + ...+ ()\i—l + wi_l)ei_l + Aw;e; + ()‘i—I—l + wi+1)ei+1 + ...+ ()\n + wn)en =0



si, deci,
A+wr =0, ..., Nimp Fwim1 =0, A1 +wip1 =0, ... Ay +w, =0, A=0.

Inlocuind A = 0 in (*), ramane doar o combinatie liniara de vectori din B, deci \; = ... =
Ni—1 :)\i—i-l =...= A, =0.

B* este sistem de generatori. Orice vector v € V se scrie ca o combinatie liniara
de vectori din B. Inlocuind in aceastd expresie vectorul e; (care se exprima din w ca o
combinatie liniara de vectori din B*, va rezulta o expresie a lui v ca o combinatie liniara
de vectori din B*. [J

Teorema 1.4.2. (Teorema inlocuirii, Steinitz) Daca B = {ey,...,e,} este o bazd a K-
spatiului vectorial V' si S = {v1,...,vp,} CV este un sistem de vectori liniar independents,
atunci

1)p<n

2) renumerotand, eventual, vectorii lui B, sistemul B* = {v1,...Up, €pt1,..., €5} este,

de asemenea, o bazd a lui V.

Dem: Vom folosi inductia dupa p. Daca p = 1, avem Propozitia 1.4.1. Presupunem ca
teorema are loc pentru p — 1. Fie

Sl = {1)1, e ,’Up_l}.

Aceasta Inseamna ca p — 1 < n gi ca multimea

*
Bl ={vi,...,vp—1,€p,...,€n}
este o baza pentru V.

e Nu putem avea p — 1 = n. In caz contrar, S; = B*, deci S este o baza a lui V.
Vectorul v, (care nu se afla in S;) se va putea exprima ca o combinatie liniara de
elemente din S;. Dar aceasta ar insemna ca sistemul S nu este liniar independent,
ceea ce contrazice ipoteza. Deci p — 1 < n, adica p < n.

e Deoarece Bj este o baza a lui V, vectorul v, se poate scrie
Up = QUL + ... Qp_1Up—1 + Qpep + ... + Qpey,

unde cel putin unul din coeficientii vy, ..., a;, este nenul (altfel, v, ar fi, din nou,
combinatie liniara de elemente din S7). Renumerotand, eventual, putem presupune
ca ap # 0. Folosind, din nou, Propozitia 1.4.1, B* va deveni o baza pentru V. [

Consecinta. Daca un spativ vectorial V' are o bazd formata din n vectori, atunci orice
baza a sa este formatd din n vectori.

10



Dem: Considerand doua baze ale lui V', una cu m elemente gi una cu n elemente,
oricare dintre acestea poate fi considerata sistemul liniar independent din Teorema 1.4.2.
Vom avea m <n gi n < m, adica m =n. [J

Numarul elementelor dintr-o baza a unui spatiu vectorial V' cu baza finita se numeste
dimensiunea spatiului vectorial V' (dim V).

Corolar. Daca dimV = n, atunci oricare n vectori liniar independenti din V' formeaza o
baza a lui V. De asemenea, un sistem de generatori format din n elemente este o baza.

e Dimensiunea spatiului nul {Oy} este 0.

e Spatiile vectoriale de dimensiune 1 se numesc drepte vectoriale, iar cele de dimensiune
2 plane vectoriale.

e Un spatiu vectorial este de dimensiune infinita daca nu admite baze finite (un spatiu
infinit dimensional admite sisteme finite si infinite de vectori liniar independent; .

1.5 Schimbari de baze

Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional si B = {e1,...,e,} si B’ = {€},..., e, } doud
baze oarecare. Vectorii lui B’ sunt combinatii liniare de vectori din B, iar vectorii lui B
sunt combinatii liniare de vectori din B’.

n

62 = Zpﬁ-ej, 1= 1,77,, Dij S K, (1.1)
j=1
n

€j = Zp;je;a J=1n, p;j e K, (12)
=1

Formulele (1.1) sunt formulele de trecere de la baza B la baza B’, iar matricea
P = (p;j) este matricea de trecere de la baza B la baza B'.

Analog, (1.2) sunt formulele de trecere de la baza B’ la baza B, iar matricea
P’ = (p);) este matricea de trecere de la baza B’ la baza B.

Evident, matricele P si P’ sunt unic determinate de cele doua baze.

Propozitie. O matrice P € IM,,(K) este matricea unei schimbari de baze intr-un K-spatiu
vectorial n-dimensional V' dacd i numai daca det P #£ 0.

Dem: "=" Fie B si B’ dou& baze ale lui V', ca mai sus, iar P matricea de trecere de
la B la B’.

Deoarece B’ este baza, relatia

> e =0

11



are loc numai pentru scalarii A\ = ... = A, = 0. Dar, folosind formulele de trecere de la
baza B la baza B’, relatia de mai sus este echivalenta cu

> A pjiej) =0
i=1  j=1

adica
n

Z(Z )\ipji)ej =0.

=1 i=1

Dar si B este baza, deci ultima relatie este echivalenta cu
n
Z Aipji = 0. (1.3)
i=1

Rezulta, de fapt, ca sistemul liniar si omogen (1.3) trebuie sa admita doar solutia banala

Al = ... =)\, = 0, deci determinantul matricei asociate acestui sistem (care este chiar
matricea P) este nenul, det P # 0.
7<= Fie B = {e1,...,e,} 0 bazd oarecare a lui V si P = (p;;) € M,(K) o matrice

arbitrara, cu det P # 0. Vom arata ca exista o baza B’ a lui V, pentru care matricea de
trecere de la B la B’ este chiar P.
Definim elementele mutimii B’ chiar prin formulele de trecere (1.1).

n
62 = ijiej, 1 =1,n, Pji € K.
J=1

Deoarece B' are n elemente, este suficient sa aratdm ca sistemul B’ este liniar independent.

n n n n
Daca ) Aje; = 0, inlocuind vectorii €}, obtinem »_ (>~ \ipji)e; = 0, deci > \jpj; = 0.
- i=1

i=1 j=1 i=1
Deoarece matricea P coincide cu matricea acestui sistem si este nesingulara, sistemul
admite doar solutia banala \y = ... = )\, = 0, deci B’ este o baza a lui V, iar matricea

de trecere le la B la B’ este P. [J

Propozitie. Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n, B = {ei,...,e,} si B’ =
{e},...,el,} doua baze oarecare ale sale, v € V un vector, iar v = (v1,...,vn) §i Vv =
(v1s---,vy) coordonatele lui v respectiv in cele doud baze. Daca P = (p;;) si P' = (p;)

sunt matricele de trecere de la o baza la alta (ca siin (1.1) si (1.2)), atunci formulele
de transformare a coordonatelor lui v la schimbarea bazelor sunt

n
v; = Zpijv;, iel,n (1.4)
j=1
respectiv
n
v = Zp;jvj, iel,n. (1.5)
j=1

12



Dem: Rezulta din unicitatea scrierii unui vector ca o combinatie liniara de elemente
dintr-o baza.

n n n n n n
_ _ ! / _ )
v = Vi€ = v = Uj( pijei) = ( Piyvj)%
i=1 j=1 j=1 =1

i=1 j=1

deci
n
v; = Pijvj-
j=1

Folosind formulele de trecere de la B’ la B, obtinem expresiile pentru v}. O

Fie, din nou, B = {e1,...,en} i B’ ={¢€},..., e}, } doud baze oarecare ale unui spatiu

vectorial V., v = (v1,...,v,) si v = (v],...,v]) coordonatele unui vector v respectiv in

r n
cele doud baze, iar P = (p;;) si P’ = (p;l) sunt matricele de trecere de la o baza la alta.

Am vazut ca

n
/ .
v; = g pijvj, 1€ Lln
j=1

n

/ / .

v; = E PjkVk, € 1,n.
k=1

Va rezulta ca

n n

n n n n n
vi= 3 pigv; = 3P (Q_Piuve) = DD publuve = 3 () piple)va
j=1 j=1 k=1 j=1k=1 k=1 j=1
n
deci > pijp;k = 65, adica produsul matricelor de trecere este matricea unitate de ordinul
j=1

n,
PP' =P'P=1,.

Rezulta ca matricele care intervin in formulele de schimbare de baze (si in formulele de
schimbare de coordonate ale vectorilor) sunt nesingulare si sunt una inversa celeilalte
P =Pl

e Formulele (1.4) si (1.5) au o forma matricealda. Identificind un vectorul v =

U1
(v1,...,vy) cu matricea coloana [v]p = | - |, formulele de schimbare de co-
Un
ordonate (1.4) devin
/
U1 Pi1---Pin U1
= ... 7
/
Un Pnl - Pnn (%%



sau, pe scurt,
[v]p = Plv]p.

(in matricea P, coloanele reprezinta componentele vectorilor bazei B’).

1.6 Subspatii vectoriale

Fie V un K-spatiu vectorial. Un subspatiu vectorial al lui V' este o submultime nevida W
a lui V, care ramane un K-spatiu vectorial in raport cu operatiile induse din V.
Aceasta Inseamna ca W este subspatiu vectorial al lui V daca W C V, W £ ) si

V(wp,wa) € WX W, wy+wy €W

VA w) e Kx W, dweW.

Vom nota W < V. O formulare echivalenta: W < V daca si numai daca W C V, W # ()

S1
VA1, Ao € K, Ywi,we € W = Ajwi + Aowo € W.

Exemple. e Numerele complexe de forma a(1+1i) formeazd un subspatiu vectorial real
al lui C (peste R).

o Spatiul vectorial al polinoamelor de grad cel mult trei este un subspatiu al spatiului
vectorial al polinoamelor de grad cel mult 7 (peste acelasi corp).

o Q nu este subspatiu vectorial al lui R (peste corpul numerelor reale).

o Multimea functiilor pare R — R este un subspatiu vectorial al spatiului tuturor
functiilor R — R (peste R).

e Orice spatiu vectorial V admite cel pufin doua subspatii: subspatiul nul si subspatiul
insusi. Fle se numesc subspatiile triviale ale lui V.

o In spatiul vectorilor legati intr-un punct O, multimea vectorilor care au aceeasi
dreapta suport d o O este un subspatiu vectorial de dimensiune 1, iar multimea
vectorilor cu suportul continut intr-un plan m 3 O este un subspatiu vectorial de
dimensiune 2.

o Urmatoarele submultimi sunt subspatii vectoriale ale lui IM(K):

n(n+1)
5
— multimea matricelor antistmetrice este un subspatiu vectorial de dimensiune
n(n —1)
7
— mulfimea matricelor triunghiulare este un subspatiu vectorial de dimensiune
n(n+1)
5

— multimea matricelor simetrice este un subspatiu vectorial de dimensiune
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— mulfimea matricelor diagonale este un subspatiu vectorial de dimensiune n.

Propozitie. Daca Wi st Wy sunt subspatii ale K-spatiului vectorial V, atunci intersectia
§t suma acestora sunt subspatii ale lui V.

W]_QWQZ{’UE‘/,’UGW]_ §iU€W2},
Wi 4+ Wy = {w; + wa,w; € Wy 1wy € Wal.

Fie S = {va, a € J} un subsistem oarecare al K-spatiului vectorial V. Intersectia
tuturor subspatiilor lui V' care contin S se numeste subspatiul generat de S (sau inchiderea
liniara a lui S, sau infasuratoarea liniara a lui S); il vom nota < S >. Este subspatiul cel
mai mic (in raport cu incluziunea) care contine pe S.

Propozitie 1.6.1. Fie S = {v,, o € J} un subsistem de vectori al K-spatiului vectorial
V. Atunci

<S>={Mvi+...+vp, neN, N eK v €8t (sume finite).
Dem: Subspatiul generat de S este

<8 >= ﬂ W.

W<V
Scw

Notam
N={Mvi+...+ \ov,, neN, )\ eK v €S}

e N este, evident, un subspatiu vectorial al lui V' si il contine pe S, deci contine si
<S>,
<S>CN.

e Un subspatiu W al lui V, care contine pe S, va contine gi orice combinatie liniara
de elemente din S, deci orice vector de forma Ajv; + ...+ A\v,. In consecinta, 1l va
contine pe IV, adica N se afla in intersectia acestor subspatii si

NC<S>.

Deci N =< S >. O
e S este un sistem de generatori pentru spatiul < .S >.
e Daca S este liniar independent, atunci S este baza pentru < S >.
e Daca S este un subspatiu al lui V, atunci § =< § >.

e Subspatiul generat de multimea vida este identic cu subspatiul nul

<0 >={0,}.
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e Subspatiul generat de un vector nenul este o dreapta vectoriala

<v>={\w, A €K}

e Subspatiul generat de doi vectori liniar independenti este un plan vectorial

< V1,Vy >= {)\11)1 4+ Aov2, A1 € K}.

e Daca S = {v1,...,v,} este o multime finita, atunci subspatiul generat de vy, ..., v,
este
< Viyeen,Up >= {)\1’01 4o ApUn, As EK}.

e Se numeste rang al sistemului S = {v,, o € I'} dimensiunea spatiului < S > generat
de S. Rangul unui sistem finit de vectori S = {v1,...,v,} este egal cu numarul
maxim de vectori liniar independenti din S.

e Multimea solutiilor unui sistem de ecuatii liniare si omogene ( cu m ecuatii si n
necunoscute) are o structura de spatiu vectorial. Daca rangul matricei coeficientilor
sistemului este r, atunci dimensiunea spatiului solutiilor sale este n — r.

Propozitie 1.6.2. Dacd spatiul vectorial V este de dimensiune finita si W este un
subspatiu ol lui V', atunci dim W < dim V. Daca, in plus, dimW = dim V, atunci W = V.

Dem: Deoarece W este un subspatiu al lui V', orice sistem de vectori liniar independenti
in W va fi liniar independent si in V. Conform Teoremei 1.4.2, acesta se poate completa
pana la o baza in V, deci are cel mult atatea elemente cat este dimensiunea lui V. In
consecinta, dimW < dimV.

Presupunem ca dim W = dim V. Atunci, o baza a lui W, fiind cuprinsa intr-o baza a
lui V' gi avand acelasi cardinal, coincide cu aceasta din urma. Spatiile W si V vor fi, deci,
generate de aceeasi baza si vor coincide. [

Propozitie. Fie Wy si Wy doua subspatii ale lui V. Atunci

< Wi U Wy >= Wi 4+ Whs.

e In general, daci {Wq, a € I} este o multime de subspatii ale lui V', subspatiul

generat de multimea M = (J W, se numeste suma subspatiilor W, si se scrie
ael
<M >= | W,.
acl

e Suma a doua subspatii W7 si Wy ale lui V' se numeste suma directa daca fiecare
vector v € Wy + Ws se scrie in mod unic sub forma

V= Wy + wa.

Suma directa a subspatiilor W7 si Wy se noteaza Wy & Wa.
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Propozitie. Suma a doua subspatic W1 si Wo ale lui V' este suma directd dacd $i numas
daca intersectia acestora este subspatiul nul

Wi Wy <= W1 NW, = {Ov}.

Dem: "=" Fie v € W1 NW5. Daca v # Oy, atunci un vector arbitrar w € W1 & Ws ar
admite doud scrieri distincte w = w1 +we € Wi+ W si w = (w1 +v)+ (w2 —v) € Wi+ W,
contradictie cu faptul ca suma este directa.

7«<=" Presupunem ca un vector w € W7 + W5 admite doua scrieri de forma w =
wy +we € Wi+ Wa sl w=wug +ug € Wy + Wy, Atunci 0, = (w1 — up) + (w2 — uz). Cum
W1 N Wy = {0y}, va rezulta ca wy —u; = wg — ug = Oy, adica scrierea lui w este unica si
suma subspatiilor Wy si W5 este directa: Wy @ Wy, U

e Fie Wy, ..., W, un numar finit de subspatii ale lui V. Suma acestora va fi subspatiul

S Wi=Wit...+W,,
i=1

iar un vector w € ) W; este de forma
i=1

w=wi+...+wp, w;€W;, 1€1,n.

Daca w se scrie in mod unic in forma de mai sus, atunci suma de spatii este directa
si se noteaza

i=1

Subspatii suplimentare. Hiperplane vectoriale

Doua subspatii vectoriale Wy si W ale unui K-spatiu vectorial V' se numesc suplimentare

daca V este suma lor directa
V=W, & Ws,.

Un subspatiu H < V se numeste hiperplan vectorial daca este suplimentar unei drepte
vectoriale din V.

Exemple. o Doua drepte distincte din spatiul euclidian 3-dimensional, care trec prin
origine, sunt subspatii vectoriale independente (adica intersectia lor este subspatiul
nul {0y }). Suma lor este o suma directd si este planul vectorial determinat de cele
doua drepte.

e Un plan si o dreapta care nu apartine planului, in spatiul euclidian 3-dimensional,
care trec prin origine, sunt subspatii vectoriale independente. Suma lor este directd
gt este intreg spatiul. Sunt, deci, subspatii vectoriale suplimentare.
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o Subspatiile matricelor simetrice, respectiv antisimetrice, sunt subspatit suplimentare.
Pentru orice matrice A € M(K), avem

A= AS 4 A%

1
unde A* = —(A +! A) este o matrice simetricd, iar A* = i(A —t A) este o matrice

antisimetrica.

o Subspatiile matricelor triunghiulare si al matricelor simetrice nu sunt independente,
doarece intersectia lor este subspatiul matricelor diagonale.

Propozitie. Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional. Orice subspativ W de dimeniune
m al lui V' admite cel pufin un subspatiu suplimentar in V. Subspatiul suplimentar va avea
dimensiunea n — m.

Dem: W este, la randul sau, un spatiu vectorial m-dimensional, deci admite o baza
finita, cu m elemente, B = {e1,...,en}. Aceastd baza se poate completa pana la o baza
alui V. Fie S = {fm+1,..., fn} un sistem de vectori din V', astfel incat B U S sa fie baza
a lui V. Fie U spatiul vectorial generat de S, evident un subspatiu (n — m)-dimensional
al lui V. Este imediat faptul ca U este un spatiu suplimentar al lui W. O

e Daca V este un spatiu vectorial n-dimensional, atunci hiperplanele sunt subspatii
de dimensiune n — 1.

e Hiperplanele unui spatiu vectorial 2-dimensional sunt dreptele vectoriale.
e Hiperplanele unui spatiu vectorial 3-dimensional sunt planele vectoriale.

e Propozitia anterioara este adevarata si in cazul spatiilor vectoriale infinit di-
mensionale: Orice subspatiu propriu al unui spatiu vectorial admite cel putin un
subspatiu suplimentar.

Teorema 1.6.3. (existenta hiperplanelor) Fie V' un spatiu vectorial (finit sau infinit
dimensional) si W un subspatiu propriu al sau. Ezista cel putin un hiperplan vectorial al
lui V' care contine pe W.

Dem: Fie B o baza a lui W. Aceasta se poate completa pana la o baza a lui V. Fie
S un sistem de vectori din V, pentru care B U .S este baza a lui V. Sistemul S este nevid
(altfel, B ar fi o baza a lui V, deci W si V ar fi generate de acelasi sistem de vectori, adica
ar coincide gi W nu ar mai fi un subspatiu propriu al lui V). Fie v € S si fie

H=<BU(S\{v}) >.

Evident, V =< v > ®H, deci H este un hiperplan al lui V. Mai mult, deoarece H contine
baza lui W, H va contine intreg spatiul W. O

Teorema 1.6.4. Fie V un K-spatiu vectorial n-dimensional si W un subspatiu de dime-
niune m al lui V. Atunci W este intersectia a n — m hiperplane vectoriale.
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Dem: Fie B ={ey,...,en} 0 baza alui W. Aceasta se poate completa pana la o baza
alui V. Fie S = {fm+1,..., fn} un sistem de vectori din S, pentru care BU S este o baza
a lui V. Fie

B; = (BUS)\{fm+i}, i€l,n—m.
Sistemele B; contin cate n — 1 vectori: toti vectorii din baza lui V', mai putin respectiv
cate un vector din S. Fie
Hy=<B;>, icl,n—m.

Evident, H; sunt n — m hiperplane ale lui V. Vom arata ca
n—m
W= () H.
i=1

n—m
Fie M = (| H;.
=1

n—m
e WCB;,Vicl,n—m,deci WC< B; >=H;,Vieln—m,adica WcC (| H;=
i=1
M.
e Dacav € M, atunciv € H;, Vi € 1,n — m, deci v va fi o combinatie liniara de vectori

numai din B (elementele lui S ”dispar” pe rand), adica v e< B >=W i M C W.
g

Teorema anterioara are loc si in cazul spatiilor vectoriale infinit dimensionale: Daca
W este un subspatiu propriu al unui spatiu vectorial V', atunci exista o familie de hiper-
plane H,, o € I, astfel incat

W= () Ha-
acl

Teorema dimensiunii, Grassmann

Fie W7 si Wy doua subspatii (de dimensiune finita) ale spatiului vectorial V. Are loc
relatia
dim W; + dim Wy = dim(W; + Wa) + dim (W7 N Wa).

Dem: Presupunem ca dim Wy = m, dim Wy = n si dim(Wp N Wy) = p. Fie
B ={ei,...,ep}

o baza a lui W1 N Ws,. Aceasta se poate completa atat la o bazd By a lui Wy, cat si la o
baza Bs a lui W5. Sa presupunem ca

By ={e1,....ep,aps1,...,am} este o baza a lui Wi si
By ={e1,....ep,bps1,...,by} este o baza a lui Wa.
Fie
B3:{ela'-->epaap+17"'7amvbp+17"'7bn}'

Vom arata ca Bs este o baza a lui W7 + Ws.
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e Mai intai, B3 este un sistem de generatori pentru W7 + Ws. Fie v € W + Wa.
Atunci v = wy + we, unde wy € Wy si wy € Wy, Deci

v=Aer+ ...+ Apep + Apr1apr1 + oo+ Apam e + o+ ppep + fpp1bprr + oo+ b,

w1 w2

adica v este o combinatie liniara de vectori din Bs.

e Sistemul Bj este liniar independent. Fie
(%) Aer+ ...+ Apep + Apr1api1 + oo+ A + fp+1bpr1 + oo F by, = 0.
Vom arata ca toti coeficientii se anuleaza.

Relatia de mai sus este echivalenta cu
Arer + .o Apep + App1api1 + o+ A = —pipr1bprr — o0 — b,

Termenul din partea stanga este un vector din Wy, iar cel din dreapta un vector din Was.
Rezulta ca ambii membri se afla in W1 N Wa. Deoarece pipy1bpi1 + ... + by € W1 NWo,
rezulta ca

Hpt1bpi1 + oo+ by = arer + .+ ey

si relatia (*) devine
Arer + .o+ Apep + Apr1appr + oo+ Apam Farer + .o apep, =0

sau
(M Fa)er+ ...+ Np+apep + Apriapr1 + ...+ Apap, = 0.

Aceasta din urma este o combinatie liniara de vectori din B, care este o baza pentru Wy,
deci toti scalarii sunt zero. In particular,

Api1 = =An=0.

Inlocuind in (*), obtinem o combinatie liniard de vectori din Bs, deci si restul scalarilor
se anuleaza.

Rezulta ca Bs este o baza a lui Wi + W, si dimensiunea acestuia este egala cu numarul
de elemente din baza.

dim(W1+Ws) = p+(m—p)+(n—p) = m+n—p = dim Wi +dim W —dim(W1NWs). O
o Daca Wj gi Wy sunt subspatii independente, atunci

dim W7 + dim Wy = dim(W1 + Wg).

e Daca Wy si Wy sunt subspatii ale spatiului vectorial n-dimensional V si dim Wy +
dim Wy > n, atunci W7 N Wy # {0,}.
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1.7 Morfisme de spatii vectoriale

Fie V ¢i W doua spatii vectoriale peste acelasi corp K. O aplicatie f : V — W se numegte
morfism al lui V in W (sau aplicatie liniard, sau omomorfism) daca satisface conditiile:

flor +v2) = f(v1) + f(v2) Vovi,ve €V,
fw) =Af(v) VAeKVveV.
Conditiile de mai sus sunt echivalente cu

f()\l’l)l + /\27)2) = )\1f(?}1) + )\Qf('vg) VA, A € K,Vuy,v9 € V.

e O aplicatie liniara f : V' — V se numeste endomorfism (sau operator liniar) al
spatiului vectorial V.

e O aplicatie liniara bijectiva f : V — W se numeste izomorfism al lui V pe W.
Doua spatii vectoriale V' i W sunt izomorfe (V ~ W) daca existd un izomorfism
f:V-w.

e Un izomorfism f:V — V se numeste automorfism al lui V.

Propozitie. 1) Fie f : V — W un morfism de spatii vectoriale. Atunci
a) f(-v)=—f(v),VveV
b) f(Ov) = Ow.

2) Dacd f : V — W este un izomorfism de spatii vectoriale, atunci si f~1: W — V este
un izomorfism.

Exemple. e Aplicatia identica 1y : V. — V, 1y(v) = v, Yo € V, este o aplicatie
linsara.
e Daca V este un spatiu vectorial, iar W un subspativ al sau, injectia canonica a
lwi W inV,i:W =V, i(w) =w, Yw € W, este o aplicatie liniarda.
e Aplicatia nula 0 : V — W, 0(v) = 0w, Yv € V, este o aplicatie liniara.

e Omotetia de raport h este o aplicatie liniara. Daca V este un K-spatiu vectorial si
h € K*, omotetia de raport h este definita prin Hy : V — V, Hp(v) = hv, Yv € V.
Deoarece h # 0, Hy, admite o inversa Hy, : V — V, deci o omotetie a unui spajiu
este un automorfism al acestuia.

e Operatia de derivare, in spatiul vectorial R[X], este o aplicatie liniara a spatiului in
el insusi.
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o Fie V un K-spatiu vectorial st W1 si Wy doud subspatii suplimentare: V.= W1 G Ws.
Un vector v € V' admite o descompunere unicd de forma v = wy + wa, cu wy € Wi
st wo € Wo.

Aplicatia
pwy V= Wi, puy(v) =wi, VoeV

se numegte proiectia lui V pe Wy, facutd paralel cu Wy. Analog se poate defini
proiectia lui V' pe Wo, facuta paralel cu W1.

Aplicatia
swy V=V, sw(v)=w —wy, VYveV

se numeste stmetria lui V fata de Wy, facutd paralel cu Wo. Analog se poate defini
simetria lui V' fata de Wa, facuta paralel cu Wh.

Proiectiile si simetriile definite mai sus sunt aplicatii liniare.

o Fie Eo, spatiul vectorial (3-dim) al vectorilor legati in Oy si Eo, spatiul vectorial
(3-dim) al vectorilor legati in Oy. Aplicatia f : Eo, — o0y, [(O141) = O244, unde

vectorii O1A1 §i O Ay sunt echipolenti, este un izomorfism de spatii vectoriale.
Propozitie. Fie F : V — W o aplicatie liniara intre doua spatii vectoriale.
a) Daca M <V, atunci f(M) < W, unde
M) ={f(v),v eV}

este multimea valorilor lui f.

b) Daca N < W, atunci f~1(N) <V, unde
fHN) ={veV,f(v) e N}
este preimaginea lui N .

Fie Im f = f(V) imaginea aplicatiei f si ker f = f~!(0y) nucleul lui f. Acestea
sunt subspatii ale lui W, respectiv V.

Propozitie. Fie f:V — W o aplicatie liniara. Atunci:
a) f este injectiva dacd si numai daca ker f = {0y }.
b) [ este surjectiva daca si numai daca Im f=W.
c) f este bijectiva dacd i numai dacd ker f = {0y} i Im f=TW.

Propozitie. Fie f : V — W o aplicatie liniara si S = {va,a € J} un sistem de vectori
din V.

a) Daca f este injectiva gi S este liniar independent, atunci si f(S) este liniar inde-
pendent.
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b) Daca f este surjectiva si S este sistem de generatori pentru V, atunci si f(S) este
sistem de generatort pentru W.

¢) Daca f este bijectiva gi S este o baza pentru V', atunci f(S) este o baza pentru W.

e Notam cu Hom(V, W) multimea aplicatiilor liniare de la V' la W si cu Izo(V, W)
multimea izomorfismelor de la V' la W.

In raport cu operatiile de adunare a functiilor si inmultire a acestora cu scalari, Hom(V, W)
are o structura de K-spatiu vectorial. El este un subspatiu vectorial al lui WV,

e Notam End(V) multimea endomorfismelor unui K-spatiu vectorial V.

Multimea End(V') este un K-spatiu vectorial gi admite o structura de inel cu unitate
(relativ la compunerea functiilor), in consecinta, este o K-algebra asociativa cu unitate.

e Notam Aut(V) multimea automorfismelor unui K-spatiu vectorial V.

Multimea Aut(V) admite o structura de grup in raport cu operatia de compunere a
functiilor. Grupul automorfismelor unui K-spatiu vectorial V' se mai numeste si grupul
general liniar al lui V si se noteaza cu GL(V).

Proiectori
Un endomorfism p : V — V se numeste proiector al spatiului V dacd p? = p, unde
2 _
p"=Dpop.
Propozitie. Dacap:V — V este un proiector, atunci
a) Im p® kerp =V;
b) endomorfismul ¢ = 1y — p este, gi el, un proiector.

Dem: a) Fie v; = p(v) i vo9 = v —vy. Evident v = v1 + vg, v1 € Im p §i p(ve) =
p(v) — p(v1) = p(v) — p?(v) = Oy, deci vy € kerp. Rezulta ca Im p + ker p = V. Deoarece
imaginea unui vector prin f este unica, rezulta ci vy este unic, la fel vy, deci suma este
directa.

b) Se verifica direct. O

Avem

hmp = {p(v), v eV}
Tmg = {v—p(v), ve V}
kerp ={v eV, p(v) =0y}

kerg={v eV, v—pv) =0y}

Vom arata ca Im p = ker¢q si Im g = ker p.
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e Im p =kergq

Fie w € Im p = 3v € V cu w = p(v). Deoarece w — p(w) = v(v) — p*(v) = Oy,
= w € ker g, deci Im p C kerg.

Fie v € kerqg = v =p(v) € Im p = v € Im p, deci kergq C Im p.

e Im g=kerp

Fie w € Im ¢ = Jv € V cu w = v — p(v). Deoarece p(w) = p(v) — p*(v) = Oy =
w € ker p, deci Im ¢ C ker p.

Fie v € kerp = p(v) = Oy, deci v se poate scrie v =v — 0, =v — p(v) = v € Im ¢,
adica kerp C Im gq.

Deci spatiul V se descompune ca suma directa
V=Imp &kerp si V =kerq®Imyg.

Aplicatia p : V' — Im p este proiectia lui V' pe Im p, facuta paralel cu kerp, iar g : V —
Im g este proiectia lui V pe Im ¢, facuta paralel cu ker q.

In general, daca Wy si Ws sunt doua subspatii suplimentare ale lui V', V = W; & W,
iar p: V — Wy siq:V — Wy sunt proiectiile lui V pe cei doi factori, avem p? = p, ¢°> = ¢
sipt+q=1y.

(desene)

Automorfisme involutive

Un endomorfism s : V — V este involutiv daci s> = 1y,. Deci orice endomorfism involutiv
este un automorfism.
Pentru fiecare automorfism involutiv s, definim

ps: V=V, ps(v)= ;(v + s(v))

GV V. pae) = 0 s(0).

Aplicatiile ps si gs sunt proiectori si satisfac relatia ps + gs = 1y

Deci, plecand de la un automorfism involutiv s, se pot construi doi proiectori ps si gs,
cu ps +¢qs = ly.

Plecand de la un proiector p : V. — V, se poate construi automorfismul involutiv
sp: V=V, s,(v) =2p(v) —v.

De fapt, un automorfism involutiv s : V' — V nu este decat o simetrie a lui V fata de
subspatiul Im pg, facuta paralel cu subspatiul ker ps.

(desene p.48)
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Morfisme de spatii finit dimensionale

Presupunem acum ca morfismele sunt definite intre spatii vectoriale de dimensiuni
finite.

Fie V un spatiu vectorial n-dimensional, W un spatiu vectorial m-dimensional si fie
f:V — W un morfism.

e Morfismul f este unic determinat de valorile sale pe vectorii unei baze By = {e1,...,e,}
alui V.

Intr-adevar, orice vector v € admite o scriere unica de forma

v = ixiei,
i=1
adica . .
= 1O mie) =Y wif(e).
i=1 i=1

Cunoscand valorile f(e;), i = 1,n, f este determinat in mod unic.

e Daca By = {r1,...,rm} este o baza a spatiului W, atunci orice vector de forma
f(e;) € W, i =1,n, se poate exprima ca o combinatie liniara de vectori din Byy:

Zaﬂr], i=1,n. (1.6)

Sistemul de scalari (a;;) determinat in (1.6) poarta numele de coordonatele morfismului f
in bazele By si By .

e Vom vedea cum se comporta morfismul f la o schimbare de baze.

Fie B, = {¢},...,€},} o altd baza a lui V ¢i By, = {r},...,7,} o altd bazi a lui W.
Formulele de schimbare de baze (in V' si in W) sunt, respectiv

€; = ijiej, i=1,n, det(p;)#0, (1.7)

Tinand seama de (1.6) si (1.7), avem

n n n m m n
=fO _piies) = > _pjif(e;) = > _piiQ>_arjrr) = > O _pjiars)rr i =TLn.
=1 j=1 =1 k=1

k=1 j=1
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Pe de alta parte e") este un vector din W, deci se scrie ca o combinatie liniara de
) i ) ¥

vectori din By,
m

flef) = Z a;'ﬂ";',
j=1

unde (a};) sunt coordonatele lui f in bazele By, si By, Folosind (1.8), vom avea

m m

£ = dhry =Yl arre) = > O )i i=Ton. (1.10)
=1

Jj=1 j=1 k k=1 j=1

Identificand coeficientii vectorilor 7 in (1.9) si (1.10) (B este o baza a lui W, deci
vectorii sai sunt liniar independenti), obtinem formulele de schimbare de coordonate ale
unui morfism la schimbarea bazelor:

n m
ijiakj = Za;iqkj i=1n, k=1m. (1.11)
Jj=1 Jj=1
e Daca v € V are coordonatele v = (x1,...,2,), w = f(v) € W are coordonatele
w = (Yy1,...,Ym), iar matricea morfismului f : V — W in bazele By si By este
A = (a;j) data prin formulele (1.6), atunci, identificandu-1 pe v cu matricea coloana
L1 Y1
X = : sipewcuY = : , relatia w = f(v) are o scriere matriceala
In Yn
Y = AX, (1.12)

iar coordonatele lui f(v) sunt date prin

n
Y; = Zaﬁxi, ] = 1,n. (1.13)
=1

Dacé X si X’ sunt matricele lui v in bazele By respectiv Bi,, Y si Y’ matricele lui
f(v) in bazele By respectiv By, P = (p;;) si @ = (¢jx) sunt matricele de schimbare de
baze definite prin (1.7) si (1.8), avem

X=PX s Y=QY.

Ecuatia matriceala (1.12) devine
QY' = APX'

adica
Y' = (Q 'AP)X'. (1.14)

Rezulta ci, atunci cand schimbam bazele in V' gi W, matricele asociate morfismului f
se schimba dupa legea

A = QAP
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Exprimand elementele lui A’ in relatia matriceald anterioara, obtinem

m n

/ ~ .

Gia = quijajkpka i=1ln a=1m,
=1 k=1

unde (G;;) = Q.

e Daca V este un spatiu vectorial n-dimensional si B = {e1,...,e,} o baza a sa,
atunci coordonatele lui f in baza B sunt date de sistemul de scalari (aj;), unde
fle) = i ajie;. Matricea lui f in baza B este A = (a;;). Daca schimbam baza
inV, iar];atricea schimbarii de baze este P, atunci A’ = P~1AP.

Teorema 1.7.1. Fie V un spatiu vectorial n-dimensional, W un spativ vectorial m-
dimensional st f : V. — W un morfism. Atunci

dim Im f + dimker f = dim V.

Dem: Fie d = dimker f si r = dim Im f. Fie By = {e1,...,eq} o baza a lui ker f. Ea

poate fi completata pana la o baza B = {e1,...,€4,€441,...,6n} alui V.

Daca v = z1€1 +. ..+ xpe, este un vector arbitrar din V', atunci f(v) = z1f(e;)+...+
xn f(en), adica sistemul {f(e1),..., f(en)} este un sistem de generatori pentru Im f. Dar
e1,...,eq € ker f, adica f(e1) = ... = f(eq) = 0. Rezulta ca sistemul {f(egzt1),..., f(en)}
este sistem de generatori pentru Im f.

Ardtam ca sistemul {f(eg11), ..., f(en)} este liniar independent. Fie

Ad+1f(€at1) + ...+ Anf(en) = 0.

Atunci
fQas1flearr) + ...+ Anflen)) = Ow,
deci
Ad+1f(eda+1) + ...+ Anflen) € ker f.
Dar ker f este generat de baza sa By, care nu contine vectorii egy1,...,e,. Rezulta ca
Ad+1=...= A\, =0.
In consecinti, sistemul {f(eqs1), ..., f(en)} este o bazi pentru Im f, adic dim Im f =
n—d U

e Dimensiunea subspatiului Im f C W se numeste rangul morfismului f.

e Dimensiunea subspatiului ker f C V' se numeste defectul morfismului f.

e Teorema 1.7.1 afirma ca rang f+ def f = n.

e Rangul unei aplicatii liniare nu poate depasi dimensiunea nici unuia dintre spatiile

V si W; rang f < min{n,m}.
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e rang f = m < n <= f este surjectiva (deoarece dim Im f = dim V', deci Im f = V).
e rang f =n < m <= f este injectivd (deoarece dimker f = 0, deci ker f = {0y }).
e rang f =n = m <= f este bijectiva.

Doua spatii vectoriale sunt izomorfe daca si numai daca au aceeasi dimensiune.

Propozitie. Fie V un spatiu vectorial n-dimensional, W un spatiu vectorial m-dimensional
st f:V — W un morfism, fie By = {e1,...,en} 0 bazd a lui V ¢i By = {ri,...,"m} 0
baza a lui W. Atunci

rang f = rang A,

unde A = (a;;) este matricea lui f in bazele By si By .

Dem: Avem rang f = dim Im f = n — dimker f. Vom calcula dimensiunea nucleului
lui f.
n

n ~
Fie v = Y wje; € ker f = f(v) = O = >_ x;f(e;) = Ow. Inlocuind expresiile lui
i=1 i=1

f(e;), obtinem

n

flv) = Zfﬂz Zajﬂ”j =0y = Z(Z ziaji)rj = Ow

i=1  j=1 j=1 i=1

n
si, deoarece vectorii 7; sunt liniar independenti, rezulta ca ) | z;aj; = 0. Deci componentele
i=1
(z1,...,2y) ale unui vector v € ker f sunt solutiile unui sistem de ecuatii liniare i omogene,
adica determina un spatiu vectorial de dimensiune n— rang A. Rezulta ca dimker f = n—
rang A si, deci, rang f =n — (n— rang A) = rang A. O
Urmatoarele afirmatii sunt imediate:

e Rangul aplicatiei produs nu poate depasi rangul nici uneia dintre aplicatiile factor
rang (f o g) < min{ rang f, rang g}.

e Rangul unei aplicatii este invariant la compunerea cu izomorfisme

fizomorfism = rang (f o g) = rang(go f) = rangg.

e Daca A este matricea asociata morfismului f : V' — W in bazele By si By, iar B
este matricea asociatda morfismului g : W — U 1n bazele By si By, atunci matricea
asociatd prodului go f : V — U, In bazele By si By este BA.

e Rangul matricei asociate unui morfism f : V' — W nu depinde de alegerea bazelor
in spatiile vectoriale V' si W. Intr-adevir, la schimbarea bazelor, matricea lui f se
schimbi dupa formula A’ = Q' AP, unde Q si P sunt matrici patratice nesingulare.
Deci rang A’ = rang A.
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e Dacd f € End (V) (V finit dimensional), atunci, din A = P71AP, vom avea
det A’ = det A, deci determinantul matricei asociate unui endomorfism f
este invariant la o schimbare de baza in V. Numarul det A (invariant) se
numeste determinantul endomorfismului f si se noteaza det f.

Teorema 1.7.2. a) Fie V si W doua spatii vectoriale finit dimensionale si fie By i
By cate o baza fixata in fiecare din cele doua spatii. Corespondenta

Hom (V, W) — M, n(K),

f—>A7

unde A este matricea lui f in bazele By si By, este un izomorfism de spatii vec-
toriale. In consecinta, spatiul Hom (V, W) este finit dimensional si are dimensiunea
mn.

b) Corespondenta
End (V) — M, (K),

f - A7
este un tzomorfism de algebre.

¢) Corespondenta
GL(V) — GL(n,K),

f—>A7

este un tzomorfism de grupuri.

1.8 Subspatii invariante. Vectori proprii. Valori proprii

Un subspatiu W < V este invariant in raport cu un operator f € End (V) daca f(W) C
w.

Exemple. e Subspatiile triviale {0y} $i V ale spatiului V' sunt invariante fata de orice
endomorfism.

e Orice dreapta vectoriala < v >€ V, v € V*, este invariantd in raport cu omotetia
hy : V=V, hy(w) = pw. Intr-adevdar, daca Av €< v >, atunci hy(Av) = p(Av) =
(pPA)v e<v >.

e Fiep € End (V) un proiector, p?> = p. Am vdzut ci V = Im p @ ker p. Spatiile Im
p st ker p sunt invartante in raport cu p. Intr-adevar,

we Imp = Fv e V,p(v) =w= p(w) =p(p(v)) =pv) € Imp = p(Imp) C Imp,

v € kerp = p(v) = 0y = p(p(v)) = p(0y) = 0y = p(v) € ker p = p(ker p) C kerp.
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e Fie s € End (V) un operator involutiv, s*> = 1y. Fie Wy = Im (1y +s) si Wa = Im
(1y —s) douda subspatii ale lui V.. In raport cu s, Wy si Wa sunt subspatii invariante.

Intr-adevar,

wy € W1 = Fuy € Vywy = vi+s(v1) = s(wy) = s(vi+s(v1)) = s(v1)+s(v1) = s(v1)+v; =
= s(Wy) C Wh,

wy € Wo = Fug € V,wy = vg—5(v2) = s(wa) = s(va—s(v2)) = s(va)—s2(v2) = s(va)—ve =
= s(Wa) C Wh.

Fie V un K-spatiu vectorial si f € End (f). Se numeste vector propriu al lui f un
vector v € V', v # Oy, pentru care exista un scalar A € K, astfel incat

f(v) = M.

Scalarul A asociat vectorului propriu v # Oy se numeste valoare proprie a endomorfismului

f.

Propozitie 1.8.1. Fie A € K o valoare proprie a endomorfismului f : V — V. Mulfimea
VN q tuturor vectorilor proprii asociati lui \, este un subspatiu vectorial al lui V.

Dem: VN = {v € V, f(v) = Mv}. Multimea VP coincide cu ker(f — Ay ). Intr-

adevar,
veker(f —Aly) < (f — Aly)(0) = 0y <= f(v) = v <= v e VW,

Deci
VO = ker(f — Aly),

iar acesta din urma este un subspatiu al lui V. O
Spatiul V) ge numegte spatiul propriu al endomorfismului f, corespunzator valorii
proprii A.

Propozitie 1.8.2. Dacd {\1,..., A} sunt valori proprii distincte doud cdte doud, ale
endomorfismului f : V. — V st {vi,...,vp} sunt, respectiv, vectori proprii corespunzatori
acestor valori proprii, atunci sistemul {v1,...,v,} este liniar independent.

Dem: Vom demonstra prin inductie dupa p.

Daca p = 1, avem o valoare proprie {\}, careia i se asociaza un vector propriu v € V,
in mod necesar nenul, v # Oy .

Presupunem acum cé sistemul de vectori proprii {vy,...,v,—1}, asociat sistemului de
valori proprii distincte doud cate doud, {A1,...,A\p—1}, este liniar independent. Fie A, o
alta valoare proprie a lui f, distincta de celelate p — 1 si fie v, un vector propriu asociat
lui A\,. Presupunem, prin absurd, ca vectorul v, este liniar dependent de vectorii din
{v1,...,vp—1}. Rezulta ca exista scalarii aq ..., ap—1, nu toti nuli, astfel incat

Vp =a1V1 + ...+ Qp_1Vp—1.
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Multiplicand cu Ap, obtinem

ApUp = ApQ101 + .o + ApQp—1Up—1. (1.15)
Pe de alta parte
flvp) = flarvr +.. .+ ap1vp1) = a1 f(vr) + ...+ ap_1f(vp-1),

deci

)\p’Up =i\ + ...+ ap—l)\p—lvp—l- (1.16)
Scazand relatiile (1.15) si (1.16), obtinem
OV = al()\l — )\p)vl +...+ ap—l()\p—l - )\p)vp_l.

Dar sistemul {v1,...,v,_1} este liniar independent, deci relatia de mai sus este echivalenta
cu
Al =...= 1 =Ap,

contradictie cu faptul ca valorile proprii sunt alese distincte doua cate doua. [

Corolar. Un endomorfism al unui spatiu vectorial de dimensiune n are cel mult n valor:
proprii distincte.

Teorema 1.8.3. Fie V un spatiu vectorial de dimensiunen, B o baza aluiV, f:V —V
un endomorfism al lui V' si A = (a;j) matricea asociata lui f in baza B. Valorile proprii
ale endomorfismului f sunt rdadacinile ecuatiei polinomiale

det(A — \I,,) = 0.

Dem: Fie A € K o valoare proprie a lui f i v € V, v # Oy, un vector propriu asociat

acesteia, f(v) = Av. Presupunem ci, in baza B, componentele lui v sunt (zi,...,x,),
iar cele ale lui f(v) sunt (y1,...,yn) si identificim pe v si pe f(v) respectiv, cu matricele
coloana X si Y. Relatia

fv) =M
se scrie, matriceal,

AX = A\X,

deci
(A— X)X =0 €M, 1(K).

Scriind pe componente egalitatea matriceala de mai sus, obtinem

n

D (aij =AYz =0 i=Tn (1.17)
j=1

deci un sistem de ecuatii liniare si omogene in necunoscutele z;, ¢ = 1, n, sistem care trebuie
sa admita solutii diferite de cea banala. Rezulta ca determinantul matricei asociate acestui
sistem trebuie sa fie nul. Dar matricea asociata este chiar A — A1y, deci det(A — AI,,) = 0.

0
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e det(A—A\I,) este un polinom de gradul n in nedeterminata A. Ordonat dupa puterile
lui A, el va avea forma

P(A) = (=D)™(A" = 61 A"+ ... £ bo),
unde

n
Op—1=0a11 + ...+ apnp = Y a;; = tr A;urma matricei A.
i=1
n—1 .. .
(4373 Qi1

Ai+1i  Gi41i+1

ai;p ai2 An—1n—1 Qn—1n
a1 Q22

diagonali de ordinul 2.

Op—o = .+ , suma minorilor

Gnn—1 Ann i=1

0n_r = suma minorilor diagonali de ordinul &.

dp = det A.

e Daca A este o valoare proprie a endomorfismului f, atunci sistemul (1.17) determina
nucleul endomorfismului f — Aly, deci chiar subspatiul propriu asociat lui A.

e Daca rangul operatorului f —Aly este r, atunci dimensiunea nucleului sau este n—r,
deci dimensiunea subspatiului propriu asociat valorii proprii A este n — r.

Teorema 1.8.4. Polinomul P(\) = det(A — AI,) este invariant la schimbdrile de
baza din V.

Dem: Fie P matricea unei schimbari de baze in V' si A’ matricea lui f in noua baza.
Avem

det(A'—\I,,) = det(P~'AP—\I,,) = det(P~Y(A—\I,)P) = det P~ det(A—\I,,) det P = det(A—\I,,).00

Polinomul P(A) se numeste polinomul caracteristic al operatorului f. Radacinile sale

se numesc radacini caracteristice, iar sistemul de scalari {A1,..., A\, } este spectrul opera-
torului f, Spec f={\1,..., \n}.
Teorema 1.8.5. Fie V un spatiu vectorial de dimensiune n, B = {ey,...,ep,} 0 bazd a

sa, f:V — V un endomorfism si A matricea lui f in baza B. Vectorii lui B sunt vectori
proprii ai lui f daca $i numai dacd matricea A este matricea diagonala

A0 .o 0
0 X ... 0
0 0 ... A\

unde {\1,...,\,} = Spec f.

Dem: =" Daca B este alcatuita din vectori proprii, exista scalarii A{,..., A\, € K,
pentru care
fles) = Xie; i=1,n,
deci matricea A are chiar forma diagonala din teorema.
7<=" Daca A are forma data in baza B, deoarece f(v) = Av, Vv € V, rezulta ca
f(e;) = Niei, i = 1, n si, deci, toti vectorii bazei B sunt vectori proprii. [J
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1.9 Forme liniare pe un K-spatiu vectorial

Fie V un K-spatiu vectorial. O aplicatie f : V' — K, care satisface conditia
fOw+ pw) =Af(v) +pf(w) VipeK, VoweV
se numeste forma liniara pe V (sau functionald liniara pe V).

Exemple. e Aplicatia constanta f : V — K, f(v) =0 € K, Vv € V, este o forma
liniard pe V. Ea poarta numele de forma nula pe V.

e Aplicatia f : K" — K, data prin
flxy,... ) =a121 + ... + apxy,
unde ai,...,a, € K, este o formda liniara pe K”.

e Pe R-spatiul polinoamelor reale de grad cel mult n, aplicatiile I si D, definite mai
jos, sunt forme liniare.

1
I:RX] >R, IP)= /P(:z:)dx, VP e R[X],
0

dP(x)
dx

D :R[X] — R, D(P)z( ) , VPeRX]
=0

Notam cu V* multimea formelor liniare pe K-spatiul vectorial V.
V*={f:V =K, f forma liniara}.

In raport cu adunarea functiilor gi iInmultirea acestora cu scalari, V* este un K-spatiu
vectorial. Spatiul V* se numeste spatiul dual al lui V.

Forme liniare pe un spatiu vectorial finit

Daca spatiul vectorial V este finit dimensional, de dimenisune n, atunci si dualul sau este
finit dimensional si are tot dimensiunea n (in general, Hom(V,,, W,) ~ MM, (K)).
n
Fie B ={ej,...,en} o baza alui V. Orice vector v € V se scrie sub forma v = ) x;e;.

. =1
Atunci

)= O mie) = mif(e) = aixs,
=1 =1 =1

unde am notat a; = f(e;). Sistemul de scalari (ay,...,a,) poartd numele de coordonatele
formei f in baza B.
Pornind de la baza B a lui V, se poate construi o baza in B*. Definim aplicatiile

VoK, e = i=ILn

unde v = (x1,...,x,) sunt componentele vectorului v € V' in baza V.
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e Este imediat faptul ca aceste aplicatii sunt forme liniare pe V.

e Sistemul {e!, ..., e"} este un sistem de generatori pentru V*.

Intr-adevir, pentru orice forma fevr
n n n n
F)=FO wie) =Y wif(e) =D aiwi =Y aie'(v),
i=1 i=1 i=1 i=1

n .
deci f = > ase’.
i=1
e Sistemul {e!,...,e"} este liniar independent.

Intr-adevar,

Z)\iei =0eV'"= (Z)\iei)(v) =0eK,VveV = Z)\i(ei(v)) =0,VveV =
i=1 i=1 i=1

n
— Z)\le =0,V; e K= \;=0,Vi=1,n.
i=1
Deci, sistemul de forme B* = {e!,... e"} este o bazi a spatiului dual V*, numita baza
duald a lui B. Un vector e’ din B* verificd e’(e;) = 5;
Vom studia acum comportarea bazei duale si a coordonatelor unei forme f € V* la o
schimbare de baze in V. Fie B = {e1,...,e,} si B’ = {e],...,e),} doud baze ale lui V.
Trecerea de la B la B’ se face dupa formulele

n
e = ijiej, i=1,n det(pj) #0.
j=1

Daca, in cele doua baze, coordonatele lui v € V' sunt, respectiv v = (z1,...,2y,) si v =
/ /
(x),...,xl), avem

n
T; = Zpijac;-, i=1,n, det(p;) #0.
j=1

Atunci
ev)=m =Y pyzj=> pie’v),i=Tn
j=1 j=1
adica
n
et = Zpijff/]7 i=1,n det(pi) #0, (1.18)

j=1

iar

a; = f(e) = F(O_pjies) = > _pjif(e) =Y pjiaj, i = L,
j=1 j=1 j=1
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deci

n
a, = ijiaj, i=1,n det(p;) #O. (1.19)
j=1
Vectorii lui V' se numesc vectori contravarianti (sau, simplu, vectori), iar vectorii lui

V* se numesc vectori covarianti sau covectori.

Teorema 1.9.1. O submultime H C V a unui spativ vectorial V' (finit sau infinit
dimensional) este un hiperplan al lui V' daca i numai daca H este nucleul unei forme
liniare, nenule, pe V.

Dem: Fie H un hiperplan al lui V. Inseamni c& H este un subspatiu suplimentar unei
drepte vectoriale, deci exista a € V' \ H, astfel incat

V=H®<a>.
Orice vector v € V admite o scriere unica de forma
v="h+ Av)a, heH \v)eK

Putem defini aplicatia
AV =K v— Av),

unde A(v) este scalarul din scrierea unica de mai sus.

e )\ este nenula (altfel, V = H, fals).

e )\ este un morfism.
intr—adevér, oricare doi vectori vy, vo € V admit, respectiv, o scriere unica de forma

vy = h1 + A(v1)a vg = ho + A(va)a, hi,he € H.
Pe de alta parte, vectorul v; 4+ vo € admite o scriere unica de forma
vy +vy=h+ Avi +v2), he€H.

Rezultd, in mod necesar, ca A(v1) + A(vg) = A(v1 + v2). Analog, A(avi) = aA(v1).

o H =kerA\.

Dacave H=—=v=v+0.a= Av) =0= v €ker \ = H C ker \.
Daciveker \=v=h+ Av)a=h+0a=he H= ker\ C H.

Deci orice hiperplan este nucleul unei forme liniare nenule pe V.

Reciproc, fie f € V* o forma liniara pe V', nenula si fie H = ker f. Vom arata ca H
este un hiperplan. Deoarece f este nenuld, exista vy € V, astfel incat f(vg) # 0.

o V =ker f+ < vg >.
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Evident ker f4+ < vy >C V.
Fie v € V i fie w = v — AMw)vg € V, unde M(w) = (f(vo)) "' f(v) € K. Avem

deci w € ker f. Exprimandu-1 pe v, obtinem
v=w+ Aw)vy € ker f+ < vy >,
deci V' C ker f+ < vg >.
o V =Kker f® < vy >.

Deoarece, pentru un v € V, vectorul w este, din modul de definire, unic determinat, suma
va fi directa.
Rezulta ca ker f are o dreapta ca spatiu suplimentar, deci este un hiperplan. [J

Daca spatiul V este finit dimensional, de dimensiune n, iar B = {e;...,e,} este o

bazi a lui V, aceasta induce o bazd duald B* = {e!,...,e"} in V*. Orice form3 liniara
n

f € V* se scrie sub forma f = > a;e’, unde scalarii a;, ¢ = 1,n nu sunt toti nuli,
i=1

eV =K, ) =z,v=(r1,...,7,) € V.
Am vazut cd un hiperplan este nucleul unei forme nenule. Atunci

ker f={veV, flv)=0} ={veV, (i aie)(v) =0} = {v = (x1,...,2,) €V, ayz1+.. . Fapz, =0},
i=1

deci un hiperplan al unui spatiu n-dimensional este multimea vectorilor v € V
ale caror coordonate, intr-o baza oarecare, verifica ecuatia liniara si omogena

a1xy + ...apry, =0, rang(ag,...,a,) = 1.

Teorema 1.9.2. Doua forme liniare, nenule, pe un spatiuv vectorial V (finit sau infinit
dimensional) au acelasi nucleu daca gi numai daca sunt liniar dependente.

Dem: "=" Fie f1, fo : V — K doua forme nenule pe V, astfel incat H = ker f; =
ker fo. Nucleul oricarei forme nenule este un hiperplan, deci exista vg € V'\ H astfel incat

V=H® <vy>.
Fie v € V. Rezulta ca
v=h+avy, he H, a ek,

deci

fiw) = fi(h) + afi(vo) = afi(vo),
f2(v) = fa(h) + afa(vo) = afa(vo).

Notand a = f1(vo) si b = fa(vp), din relatiile de mai sus rezulta ca (bf; —af2)(v) = 0, deci
f1 si fo sunt liniar dependente.
7<=" Daca fo = af1, este imediat faptul ca cele doua aplicatii au acelasi nucleu. [J
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e Daca V este un spatiu vectorial finit dimensional de dimensiune n, ecuatiile

a1+ ...apxy, =0, rang(ay,...,ap) =1

si
bizy +...bpx, =0, rang(by,...,b,) =1

reprezinta acelasi hiperplan vectorial daca si numai daca
ran ay...0an -1
S\ bb, )
1.10 Forme biliniare

Fie V un K-spatiu vectorial. O aplicatie ¢ : V x V — K, liniard in raport cu fiecare
argument, se numeste forma biliniara pe V. Deci, o forma biliniara verifica

g(Av1 + Agvg, w) = Ag(v1, w) + Aeg(ve,w), VA1, A €K, Yoy, v, w €V,

g(v, Mwy + Aawa) = Aig(v,w1) + Aeg(v,we), VA, A €K, Vo, wi,we € V.
Rezulta imediat ca

g(—v,w) = g(v, —w) = —g(v,w), Vo,w €V,
g(v,0v) = g(0,vy) =0y, Yo e V.
Exemple. e Aplicatia g : K" x K" — K, datd prin
9(z,y) = 191 + - . . TpYn,
este o forma biliniara pe K™.

e Aplicatia constanta nula, G : V xV —= K, g(x,y) =0 € K este o forma biliniara pe
V.

o Fie f1 si fo doua forme liniare pe V. Definim produsul tensorial al formelor fi
st fo ca fiind aplicatia
1® f2: VXV =K,

(f1® f2)(v1,v2) = fi(v1)fa(v2), V(vi,v2) €V x V.

Aceasta este o forma biliniard pe V.

Notam prin £(V x V; K) multimea formelor biliniare pe V. Se verifica ugor ca adunarea
si iInmultirea cu scalari, definite in mod obignuit, sunt operatii interne in £(V x V; K). Mai
mult, in raport cu aceste operatii, £(V x V;K) are o structura de K-spatiu vectorial.

Vom construi un izomorfism intre £(V x V; K) si spatiul Hom (V,V*). Fie g € £(V x
V;K),

g:VxV =K.
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e Pentru un vector v € V, definim aplicatia
gV = K,
gv(w):g(v,w), VwGW

Se verifica imediat ca
gy € V™.

Intr-adevir, gu(Mw1 + Aowsa) = Arg(w1) + Aawa, VA1, Ao € KV wi,wy € V.

e Aplicatia F': £(V x V;K) — Hom (V, V*), definita mai jos, este un izomorfism de
spatii vectoriale.
F: £V xV;K) — Hom (V, V"),
g — F(g),

unde
F(g):V —=V*, F(g)(v) =g, €V,

iar g, : V — K este definita prin g,(w) = g(v,w).
Intr-adevar, F' este un morfism:

F(A1g1+X2g2) = MF(g1)+ o F (g2) & Vv € V, F(A1g1+A292)(v) = M F(g1)(v)+A2F(g2)(v) &
S Vv eV, (AMgi+r202)v = Ai(g1)o+A2(92)0 © Yv,w € V, (A1g1+A202)0(w) = A1 (91)(w)+X2(92)s(w) &
S Vo,w eV, (Ag1 + Aag2)(v,w) = A1(g1)(v, w) + Aa(g2) (v, (w).
F este injectiva:
F(g1) = F(g2) & Yv eV, F(g1)(v) = F(g2)(v) & Vv € V,(g1)v = (92)v &

Vo,we V,(g1)v(w) = (g2)0(w) & Yo,w €V, (g1)(v,w) = (g2)(v,w) < g1 = ga.

F' este surjectiva:

Intr-adevir, plecand de la un morfism arbitrar b : V — V* v — h(v), unde h(v) :
V — K, aplicatia g : V x V — K, data prin g(v, w) = h(v)(w) este o forma biliniara pe V'
si F(g) = h.

Fie g o forma biliniara pe V. Submultimile

Ny ={veV,gv,w)=0, YweV}

Ny ={w eV, g(v,w) =0, YveV}

sunt subspatii vectoriale ale lui V. Ele se numesc spatiile nule ale formei g.

e O forma biliniara g pe V' se numeste nesingulard (sau nedegenerata) daca subspatiile
sale nule coincid cu subspatiul {0y}, adica
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Ny = Ny = {0y }.
In caz contrar, g este singulara (sau degenerata).
e O forma biliniara g pe V' se numeste simetrica daca
g(v,w) = g(w,v) Yv,weV.

Daca g este o forma simetrica, atunci subspatiile nule ale lui g coincid: N; = Nj.
Notam cu £5(V x V;K) multimea formelor biliniare simetrice pe V. Este imediat
faptul ca £5(V x V;K) este un subspatiu vectorial al lui £(V x V;K).

e O forma biliniard g pe V se numeste antisimetrica daca
g(v,w) = —g(w,v) Yv,weV.

O forma biliniara g este antisimetrica daca si numai daca se anuleaza cand argumentele

sunt egale. Intr-adevir, daci g este antisimetric, luand v = w, obtinem g(v,v) = —g(v,v),
deci g(v,v) = 0. Reciproc, daca g(v,v) = 0, atunci g(v + w,v + w) = 0 si, folosind
liniaritatea pe cele doud argumente, rezulta ca g(v,w) = —g(w,v).

Notam cu £%(V x V;K) multimea formelor biliniare antisimetrice pe V. Mutimea
£4(V x V;K) este un subspatiu al lui £(V x V;K).

Propozitie. Avem
LV xV;K) =2V x V;K)® £4(V x V;K).

Dem: Fie g € £(V x V;K). Definim aplicatiile

1
VXV =K, g(0w) = Slg(v,w) + glw,v)

si
1
VXV K gt (0,w) = Slg(v,w) — glw,0)]
Se verifica faptul ca ¢° si g® sunt forme biliniare pe V. Mai mult, ¢° € £5(V x V;K) si
g% € £4V x V;K). In plus, g = ¢g° + ¢°, deci

LV xV;K) =25V x V;K) + 24V x V; K).
Pentru a arita cd suma este directa, este suficient sa verificam faptul ca
LV x V;K)n LYV x V;K) = {0},
unde 0 este forma identic nula.

Daca g € £5(V x V;K) N £4V x V;K), atunci g(v,w) = g(w,v) si, in acelagi timp,
g(v,w) = —g(w,v). Adunand, obtinem g(v,w) =0, Vv,w € V. O
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Forme biliniare pe spatii finit dimensionale

Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n si B = {ej,...,e,} o baza a lui V. Fie

g:V xV — K o forma biliniara pe V. Daca, in baza B, vectorii x,y € V se scriu sub
n

n
forma x = ) x;e; respectiv y = ) yje;, avem

=1 7=1
n n n n
glx,y) =g miei, Y yie;) = > Y miyglei ),
i=1 =1 =1 j=1

deci

n n
i=1 j=1
unde g;; = g(e;, €5).

Sistemul de scalari (g;;) poarta numele de coordonatele formei g in baza B. Polinomul
n

n
Y. > gijxiyj este expresia algebrica a formei g in baza B. Matricea coordonatelor
i=1j=1

g1 .- 9Gin
A= (gij) = e
gnl --- YGnn
se numeste matricea asociatd lui g in baza B. Identificand un vector x € V cu matricea
coloana X a componentelor sale, forma g are expresia matriceald

gla,y) =" XAY.

Plecand de la o baza B = {ej,...,e,} a lui V, se poate construi o baza pentru
spatiul £(V x V;K) al formelor biliniare pe V.
Pentru orice i = 1,n si j = 1,n, definim aplicatiile

eij VX V—>Ka elj(l,’y) = TYj, Vo= (xl""7xn)vy: (yla"'ayn) ev.

Se verifica imediat ca acestea sunt liniare in fiecare argument, deci

el e &V xV:K), Vi=1,n,Vj=1,n.

Vom arata ca sistemul

{e¥, i=T,n,j=1,n}
este o baza in £(V x V;K).

e {¢Y, i=T1,n,j=1,n} este un sistem de generatori pentru £(V x V;K).
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Intr-adevar, daca g este o forma arbitrara, avem
n n n n
_ § § oy — E E ol
= GijXiY5 = gij€ (x
i=1 j=1 i=1 j=1

deci
n

n
9= gije”,
7j=1

=1 j=

unde coeficientii sunt dati de g;; = g(es, €;).

e Sistemul {¢¥, i =1,n,j = 1,n} este liniar independent.

Avem
ZZ)\UGZJ =0= ZZ)\ije”(m,y) =0,Vx,yeV = ZZ)\ijl‘iyj =0, in,yj ek
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

si rezultd, In mod necesar, cd A\;; =0,Vi=1,n,j=1,n.

Formele € din baza lui £(V x V;K) verifica e (ep,, ex) = (5,‘?6%.

Daca V este un spatiu vectorial n-dimensional, atunci dimensiunea spatiului £(V x
V;K) este n?. Spatiile £(V x V;K) si M, (K) sunt izomorfe. Un izomorfism intre cele
doua spatii vectorlale este dat de

SV x V;K) — M,y (K),
g— A= (gij)-

n n
Fie g(z,y) = Zl Zlgisz‘yj s h(z,y) =
1=17= 7

n
>~ hijxiy; doud forme biliniare pe V. Atunci
15=1

M:

(9+h)(z,y) =g(x,y) + h(z,y) Zzgwwzyy +Zzhgfczy; DD (gij+ hig)aiy;,

=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1

deci matricea sumei a doua forme este suma matricelor celor doua forme. Analog, matricea
formei Ag va fi (Agij).

Daca g este o forma simetrica, g(z,y) = g(y, x), atunci Z Z GijTiYj = Z Z 95i%iYj,

i=1j=1 i=1j=

deci g;; = gi, pentru orice ¢ = 1,n, j = 1,n. Deci, daca g este o forma biliniara s1metrlca,
atunci matricea asociata este simetrica. Analog, daca g este o forma biliniara antisimetrica,
atunci matricea asociata este antisimetrica.

Studiem comportarea coordonatelor (g;;) si a bazei {€"/} la o schimbare a bazei in
V. Fie B ={e1,...,en} st B' = {e],... e} doua baze ale lui V. Trecerea de la B la B’
se face dupa formulele

e = Zpﬂe], i=1,n det(p;;) #0.
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Daca, in cele doua baze, coordonatele lui € V' sunt, respectiv z = (x1,...,2,) i ¢ =
(x],...,x}), avem

n
T = zpijﬂf}, i=1,n, det(py)#0.

In consecinta,

n n n n n n
gi; = 9(eh €)= 90> phien, Y prjex) = PriPrig(en er) = D > DriPkjhk:
h=1 k=1 h=1k=1 h=1k=1
deci Y
9ij = ZZPhipkjghk, i,j=1,n. (1.20)
h=1k=1
De asemenea,
n n
et (.73, y = T;Y; = thth Zpk]xk pthkgth% = Z thzpk] JI y)
=1k=1 h=1k=1

deci

n n
=3 pupge™, ij =T,

h=1k=1

(1.21)

s

O forma biliniara se mai numeste si tensor covariant de ordinul 2.

Propozitie. Fie g o forma biliniara pe un spatiu vectorial finit dimensional, iar A ma-
tricea asociatd lui g intr-o baza data. Rangul matricei A este invariant la schimbarea bazei
inV.

Dem: Am vazut ca, relativ la o baza B a lui V, forma ¢ are ecuatia matriceala
gla,y) =" XAY.
Daca B’ este o altd baza in V, vom avea
gla,y) =" X'A'Y",

unde A’ este matricea lui g in baza B’ (notatiile sunt cele conventionale, X este matricea
coloana avand drept componente coordonatele vectorului z, etc, si tot ce e cu prim este
relativ la baza B’).

Expresia matriceald a schimbarii coordonatelor unui vector la schimbarea bazei este

X = PX/,

unde P este matricea schimbaii de baze (de la B la B’) si det P # 0..
Vom avea, deci

tXAY =t X'AY'
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si, inlocuind pe X si pe Y, obtinem

Y{PX"NAPY' =t X'A'Y”,
sau

EX'(PPAP)Y' =t X'A'Y'.

In sfargit,
'PAP=A'.

Va rezulta ca
det A’ = det A - (det P)?

si, evident
rang A" = rang A. [

Vom numi rang al formei biliniare g, definita pe un spatiu vectorial finit dimensional
V', rangul matricei asociate lui g intr-o baza oarecare a spatiului.

Propozitie 1.10.1. Dacd rangul unei forme biliniare g, definitd pe un spatiu vectorial
n-dimensional, este r, atunci fiecare din spatiile nule ale formei g are dimensiunea n — r.

Dem: Ny = {z € V,g(z,y) =0, Yy € V}. Dar

n n
g(z,y) =0,Vy e Ve > > gymiy; =0, Vy; €K,
i=1 j=1

deci N este spatiul solutiilor sistemului de ecuatii liniare i omogene

n n
Zgiliﬁi =0,.. -,ngl’i =0.
=1 =1

Daca rang (g;;) = r, atunci dim Ny =n —r.
Analog, N> este spatiul solutiilor sistemului de ecuatii liniare i omogene

n n
D guwi =0, gniwi =0
i=1 i=1
si, deci, daca rang (gi;) = r, atunci dim Ny =n —r. O

1.11 Forme patratice. Aducerea la forma canonica
Fie V un K-spatiu vectorial si g : V x V — K o forma biliniara simetrica. Ii asociem lui

g functia
h:V =K, h()=g(v,v), YveV.
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Din biliniaritatea lui ¢ si din definitia lui h, obtinem
g(v+w,v+w) = h(v)+2g9(v,w) + h(w), Yo,w €V,

adica
oo, ) = 5fhfo ) ~ h(v)  h(w)]

In consecinta, putem spune ca forma biliniara g este determinata de restrictia sa h la
diagonala lui V x V.

e Functia h se numeste formd patraticd pe V, asociata formei biliniare g.

e Forma g, determinata de h, se numeste forma polara (sau forma dedublata) a formei
patratice h.

e Spunem ca forma patratica h este nesingulara daca forma polara g este nesingulara.
In caz contrar, h este singulara.

Functia h are cateva proprietati imediate:

e h este o functie omogena de gradul 2.

h(Mv) = A%h(v), YoveV.

e h este o functie para. Luand pe A\ = —1 mai sus, obtinem, intr-adevar,

h(—v) = h(v), YveV.

e h verifica identitatea paralelogramului. Din g(v,w) + g(v, —w) = 0, obtinem

h(v 4+ w) + h(v — w) = 2[h(v) + h(w)], Yv,w e V.

Presupunem acum ca spatiul vectorial V' este finit dimensional, de dimensiune n
si fie B = {e1,...,en} 0 baza a lui V. Daca, in baza B, vectorul € V este de forma
n

x = ) x;e;, atunci expresia lui h in coordonate locale va fi
i=1

h(z) =gz, 2) =Y > glei,ej)ai;.
i=1 j=1

Notand a;; = g(e;, ej), avem

h(l‘) = Zzaijl‘il'j (1.22)

i=1 j=1

si, evident a;; = aj; (forma g este simetrica).
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n n
Polinomul omogen, de gradul 2, in nedeterminatele x;, > > a;jz;x;, se numeste ea-
i=14=1
presia algebrica a formei patratice h. !

Coeficientii a;; (care sunt aceiasi cu coeficientii formei polare g in baza B) se mai
numesc si coordonatele formei patratice h.

Matricea A = (a;j) se numeste matricea asociata formei patratice h in baza B (evident,
este chiar matricea formei g in baza B).

Deoarece rangul matricei A nu depinde de baza aleasa, putem defini rangul formei
pdtratice h sa fie rangul matricei A.

Forma patratica h este nesingulard daca si numai daca rang A = n (evident, rang h =
rang g, iar daca g este nesingulara, subspatiile sale nule — care coincid, caci g este simetrica
— degenereaza la {0y}, adicd au dimensiunea egala cu zero. Tinand cont de Propozitia
1.10.1, rezulta ca rang A = n). Forma patratica h este singulard daca si numai daca rang
A <n.

Expresia (1.22) a formei patratice h intr-o baza B are (cu conventiile obignuite) o
forma matriceala

h(z) ="' XAX,

unde matricea A este simetrica: ‘A = A.

Aducerea la forma canonica

Expresia unei forme patratice h, definita pe un spatiu vectorial de dimeniune n, depinde
de baza considerata in V. Se pune problema daca exista o baza in V fata de care h sa
aiba expresia algebrica de forma

h(z) = M(x1)? 4 ...+ Anlzp)?. (1.23)

Expresia (1.23) poarta numele de forma canonicd a lui h. O baza in care h are forma
canonica se numeste bazd canonicd.
Expresia matriceala a lui h este

A O 0 T
0 X 0

h((L‘) = (.’L’l, 75671) ? .
0O 0 ... M\ Tn,

Matricea corespunzatoare formei canonice este, deci, o matrice diagonala.

Rangul matricei A nu depinde de alegerea bazei in V. Aceasta inseamna ca, daca
rangA = r < n, atunci, in forma canonica, doar r din cei n coeficienti \; sunt nenuli.
Renumerotand, eventual, putem presupune ca Ai,..., A, # 08 Aprg = ... = A, = 0.
Rezulta ca forma canonici a expresiei algebrice a lui h este

h(z) = M(z1)2 4+ ... + Mo(20)% (1.24)
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iar scrierea matriceald

AMM 0 .o 0 .00 T
0 X ... 0 ... O

h(:E) = (mla"'7$n) 0 0 )\r 0
o o ... 0 ... O Tn

Teorema 1.11.1. (Gauss-Lagrange) Fie V un spatiu vectorial n dimensional, h o forma
patratica nenula pe V', avand, intr-o baza B a lui V', expresia

n o n
h(ZL‘) = E E al-jxia:j, aij = CLji.
i=1 j=1

Se poate face intotdeauna o schimbare de baza in V astfel incat, in noua baza, expresia lut
h sa aiba forma canonica

h(u) = )\1(’&1)2 + ...+ )\n(un)Q

Dem: Forma patratica h este asociata la o forma biliniara simetrica g, iar coeficientii
a;; sunt dati de a;; = g(e;, ej). Deci, intr-adevar, a;; = aj;, iar expresia lui h este, scrisa
dezvoltat,

h(z) = an(:rl)z—i—. ) .+ann(a:n)2+2a121:1:1;2+2a13x1:z:3+. 201021 Tt 20— 10 T—1 T -

Vom face demonstratia prin inductie dupa numéarul m de coordonate care intervin in
expresia lui A.
Daca m = 1, h va avea forma

h(l‘) = all (.1‘1)2,

expresie care are, evident, forma canonica.
Presupunem ca in expresia lui h intervin m coordonate, x4, ..., x,,, deci

h(z) = all(x1)2+. . .—i—amm(wm)2+2a12x1x2+2a13x1x3—|—. 201 T 1Tt 20— 1 T—1Tm,

si ca o forma patratica in m—1 coordonate se poate aduce la forma canonica. Vom distinge
doua cazuri.

e Exista un termen péatratic cu coeficientul diferit de zero. Renumerotand, putem
presupune ci a1 # 0.

Ordonam termenii lui h(z) dupa coordonata z; si vom avea
h(IL’) = a11(x1)2 + 2.%1(&12.732 + ...+ alma:m) + ¢1(l’2, - ,:Iim),

unde ¢1 este expresia unei forme patratice numai in coordonatele xo, ..., Ty,.
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Completand primii doi termeni pana la un patrat perfect, obtinem

h(I‘) = (il(anxl + appxo + ...+ almxm)Q + hl(ﬂfg, R l‘m),
unde .
hl(l’g, ey l‘m) = (;51(1’2, - ,{L‘m) — Tﬂ(a12$2 + ...+ almxm)Q
este o forma patratica numai in coordonatele xa, ..., Tp,.
Prin schimbarea de coordonate
V1 = 01121 + 1222 + ... + A Tm, V2 = T2, .., Uy = T,

forma patratica h va avea expresia

1
h(v) = —(01)2 + P2(ve, ..., vm),

a1

unde ¢o este expresia unei forme patratice in m — 1 coordonate. Folosind ipoteza de
inductie, rezulta ca exista o schimbare de coordonate de forma

m

Uy = U1,U; = E b’ijvj7i:27m7 Um+1 = Um+1y--.,Un = Un,

=2

astfel Incat

$2(va, -, vm) = Aa(u2)? + .. + A (um)?.

Compunand cele doua schimbari de coordonate, obtinem o schimbare de baza in V' astfel
incat, in raport cu noua baza, expresia lui h are forma canonica

h(u) = /\1(11,1)2 + ...+ )\n(un)z7

cui\ = —.
a1l

e Toti coeficientii termenilor patratici sunt nuli.

Expresia lui h are forma

h(l’) = 2a12T1T2 + 20132123 + ... + 2041,T1Tn + . .. + 209 _1nTn_1Tn

si exista cel putin un coeficient nenul. Presupunem ca ajo # 0.

Facem schimbarea de coordonate

V] =T + T2,V = T] — T2,V3 = T3 .

.. . v1 + V2 vl — U2
Atunci, inlocuind z1 = —5 Ty = —5 T3 = v3, ..
h 1n noua baza
2 2
v — 0
1 2
h(v):au —_— | +...

4

deci acest caz se reduce la primul. [
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e Oricum am alege o baza canonica pentru h, numarul patratelor cu coeficienti nenuli
care intervin in forma canonica este acelasgi. El este egal cu rangul formei h.

e Forma polara g asociata formei h va avea expresia corespunzatoare formei canonice
alui h

1
9(u,v) = Sih(u+v) = h(w) = h(v))
adica
g(u,v) = AMugvy + ... + Apunvy.
Ea se numeste forma canonicd a expresiei formei polare g.

Fie A = (ai;) o matrice patratica de ordinul n. Minorii diagonali principali ai
matricei A sunt determinantii

ailp aiz2 a3
,Agz as1 a22 a3 ,...,An:detA.
a3y asz2 ass

ail a2

A1 = aiy, AZ =
a21  G22

Teorema 1.11.2. (Jacobi) Daca matricea unei forme patratice h, data prin

n n

h(.’E) = Z Zaijxixj, aij = aji,

i=1 j=1

are toti minorii diagonali principali nenuli, atunci existd o baza canonica astfel incat, in
aceasta baza, h are forma canonicd

1 Al An—l
h(u) = —(u1)? + ——(u2)* + ... 2,
()= () + Folun)? 4 5 ()
Dem: Ideea este urmatoarea: daca B = {ejy,...,e,} este baza lui V in care h are
expresia initiald, vom construi, pornind de la B, o alta baza {fi,..., fn}, care sa fie

canonica (deci In noua expresie a lui h s& nu avem decéat termeni patratici) si, in plus,

coeficientii acestor termeni patratici sa fie chiar cei care apar In enuntul teoremei.
Cautam ca vectorii din noua baza sa fie de forma

fi=pner

f2 = p12e1 + pases

fm =pPime1r + ...+ Pmmeém

fn =pipelr + ...+ Pmnm + ...+ Pnnen-

P11 P12 --- DPin
Matricea schimbarii de baze este P = 0 P2z .o pon si vrem ca det P =
0 0 ... pPun

pn...pm;«éO.
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Vom arita ca este posibil sa determinam coeficientii p;; astfel incat baza {fi,..., fn}
sa fie canonica, iar coeficientii formei h sa fie cei ceruti.

Fie g forma polara asociata lui h si fie bj,, coordonatele lui h in baza {fi,..., fn}.
Evident

bim = 9(fj, fm) Yijm=1n.

Deoarece g este simetrica, este suficient sa ne referim doar la coeficientii b;,, cu j < m.

e Deoarecem cerem ca baza {fi,..., f,} sa fie canonica, trebuie ca

bim =0 Vj<m=2mn s b;#0Vj=1n.
Exprimand coeficientii b;,,, obtinem

bim = 9(fj, fm) = g(prje1 + ... +pjje;, fm) = p1jgler, fm) + ... +pjj9(es, fm) 7 <m,

deci baza {f1,..., fn} va fi canonica daca luam

glej,fm) =0 V1<j<m=2n
si, deoarece
bmm = g(fmy fm) = g(p1m€1+- .. +Dmmem, fm) = plmg(ely fm)+ . -+pm—1mg(€m—17 fm)+pmmg(em7 fm) =

= pmmg(ema fm)a

vom lua

glem,fm) =1 Vm=1n,

astfel Incat

bmm = Pmm Ym=1n.
e Pentru determinarea coeficientilor p;;, vom proceda prin inductie dupa m.

Daca m = 1, conditiile de mai sus se reduc la g(e1, f1) = 1, adica g(e1,p11e1) = 1, deci

1 .
pugler,er) =1=pnan =1=pn = a—ll. Deci

1 1

bii =pn1=—=—.
ain Aq

Presupunem ca am determinat coeficientii p;; pana la vectorul f,,,—1 si ca by—1m—1 =

Am—Q
Pm—1m—1 = A . Vom arata ca putem determina coeficientii lui f,, si c& bimm = Prmm =
m—1

Am—l
Ay
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Conditiile puse pentru determinarea bazei devin
a11Pim + - .. + a1mPmm = 0

o (1.25)
Am—11P1m + - - + Gm—1mPmm = 0

Am1P1m + - -+ GmmPmm = 1
Deci, determinarea coeficientilor lui f;, revine la rezolvarea unui sistem de ecuatii. De-

terminantul acestui sistem este chiar A, # 0, deci sistemul este un sistem Cramer gi are
solutie unica. Inseamna ca coeficientii lui f,, sunt unic determinati prin conditiile puse si

. A
baza {f1,..., fn} este canonica. In plus, rezulta imediat c& py,m = AL’ deci
m
A171—1
bmm = Pmm = T
m
Rezulta ca, in baza {f1,..., fn}, forma patratica h are coeficientii termenilor omogeni

egali cu zero, iar cei ai termenilor patratici bj; determinati mai sus. Expresia algebrica a
lui A va fi, deci,

1 A A
h(u) = E(“1)2 + A—;(uQ)z oo+ )t O

Teorema lui Gauss ne asigurd de faptul ca exista Intotdeauna o baza canonica a
spatiului vectorial V' (de dimeniune n), fatad de care o forma patratica h are expresia
algebrica

h(z) = M(z1)% 4 ...+ Aalz,)?.
Mai mult, daca rangul matricei formei polare asociate lui h este r < n, atunci doar r din
cei n coeficienti A; sunt nenuli, iar forma h are expresia

h(z) = M(z1)% 4 ..+ Ao (z)2

e Daca V este un spatiu vectorial complex, atunci se poate efectua o schimbare de
coordonate de forma

z1 = \/E:cl, vy Zr = A ATy 2l = Tpgly .-y Zn = Ty
iar expresia algebrica a lui h va fi

h(z) = (21)? + ... + ()%
Aceasta se numeste forma normala a expresiei lui h.

e Daca V este un spatiu vectorial real, putem presupune (eventual renumerotand)
cad Ai,...,A\p sunt pozitivi, iar A\p41,..., A, sunt negativi. Efectudnd o schimbare
de coordonate de forma

Uy = VAT, Uy = A ATy Up i1t = A Apr1]Tpr1s - Ur = VAT U1 = Tegr, - U = T,

expresia algebrica a lui h este de forma
B(w) = (1) + ..+ () = (ps1)” = .. — ()

Aceasta se numeste forma normald a expresiei lui h.
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1.12 Forme patratice pe spatii vectoriale complexe

Fie V un spatiu vectorial complex.
O aplicatie g : V x V' — C care satisface conditiile

g(O[]_’Ul + 0[21)2,’11)) = alg(vlvw) + QQQ(’UQ,U}) VO[l,O[Q S C) \V/’U]_,Ug,w S 1%

g(v, a1wy 4+ asws) = arg(v,wy) + deg(v,w2) VYai,az € C, Yoy, v, w €V,

se numeste formd sesquiliniard.
Daca g este o forma sesquiliniara pe spatiul vectorial complex V', atunci aplicatia

h:V —C,
h(v) = g(v,v) YveV,
se numeste formd pdtratica sesquiliniard.

e O forma sesquiliniara g este perfect determinata de forma patratica sesquiliniara h
asociata.

Intr-adevar, avem

h(v +w) = h(v) + h(w) + g(v,w) + g(w, v)

si
h(v 4 iw) = h(v) + h(w) — ig(v,w) + ig(w,v).

inmul‘gind a doua relatie cu ¢ gi adunand, obtinem

2g(v,w) = [h(v + w) — h(v) — h(w)] + i[h(v + iw) — h(v) — h(w)] Vov,w e V. (1.26)
e O forma patratica sesquiliniara satisface urmatoarele proprietati imediate:

h(v 4+ w) + h(v — w) = 2[h(v) + h(w)] Yov,w €V,

h(aw) = |a|?*h(v) Yv eV,
e O forma sesquiliniara g se numeste formd hermitiand daca satisface proprietatea
g(v,w) = g(w,v) Yv,weV.
Forma patratica h asociata unei forme hermitiene se numeste forma patratica hermitiand.

Propozitie. O forma sesquiliniard g este hermitiand dacd gi numai dacd forma pdtraticd
asociata h este cu valori reale.
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Dem: ”=: Daca g este hermitiana, atunci g(v,w) = g(w,v) Yv,w € V si, luand
v = w, obtinem g(v,v) = g(v,v) Vv €V, deci h(v) =g(v,v) €ER YveV.
"<=" Am vazut ca g este determinata de h prin relatia

2g(v,w) = [h(v + w) — h(v) — h(w)] + i[h(v + iw) — h(v) — h(w)] Vov,w € V.
Atunci
2g(w,v) = [A(w + v) — h(w) — h(v)] + i[A(w + iv) — h(w) — h(v)] Yv,w e V.

Partea reala a celor doua expresii de mai sus este aceeagi. Vom arata ca suma partilor
imaginare este zero. Intr-adevar,

[h(v+iw) —h(v) —h(w)]+ [h(w+iv) — h(w)—h(v)] = h(v+iw)+hli(v—iw)] —2h(v)—2h(w) =

= h(v + iw) + [i|*h(v — iw) — 2h(v) — 2h(w) = 0,

conform unei proprietati demonstrate la inceputul paragrafului. Deci g(v, w) = g(w,v) Vov,w €
V si forma g este hermitiana. [J

O forma hermitiana g care are proprietatea ca h(v) > 0, Vv € V, v # Oy, unde h este
forma patratica hermitiana asociata lui g, se numeste formd hermitiand pozitiv definita.

e O forma hermitiana pozitiv definita este nesingulara, iar forma patratica asociata se
anuleaza numai pentru vectorul nul.

Propozitie. Fie g o forma hermitiana pozitiv definita si h forma pdtraticd asociatd.
Au loc inegalitatile:

e Inegalitatea lui Cauchy-Schwarz
lg(v,w)| < v/h(v)\/h(w) VYv,weV.

e Inegalitatea triunghiului

VA +w) < Vh(v) + Vh(w) Yo,weV.

Dem: Pentru a demonstra inegalitatea lui Cauchy-Schwarz, pornim de la faptul ca g
este pozitiv definita, deci h(v — aw) > 0, Vo,w € V, Va € C. Avem

h(v —aw) >0 < g(v — aw,v — aw) > 0 < h(v) — ag(v,w) —ag(v,w) + ach(w) > 0 &

< h(v) — ag(v,w) > ag(v,w) — ah(w)], Vv,w e V, Va € C.

Daca h(w) = 0 = w = Oy, iar inegalitatea devine egalitate.
g(v, w)

h(w)

Daca h(w) > 0, alegem o = si, inlocuind, obtinem




de unde rezulta inegalitatea lui Cauchy-Schwarz.
In cazul celei de-a doua inegalitati, deoarece g este hermitiana, avem

h(v+w) = h(v)+h(w)+g(v, w)+g(v,w) = h(v)+h(w)+2Rg(v,w) < h(v)+h(w)+2|g(v, w)| <
< h(v) + h(w) + Vh(v)Vh(w) = (Vh(v) + Vh(w))?,

de unde rezulta inegalitatea triunghiului. O

Presupunem acum ca spatiul vectorial complex V' este finit dimensional, de di-
n n

menisune n si cd B = {ej,...,e,} este o baza a sa. Daca z = ) xie; iy = ) yjej,
i=1 j=1

atunci o forma hermitiana g va avea ecuatiile
n n
g<x7 y) = Z Z xing(eia ej)
i=1 j=1
si, notand g(e;, ej) = ai;, vom obtine
n n
gla,y) =3 > ayil;.
i=1 j=1
Deoarece aj; = g(ej, e;) = g(e;, ej) = a;j, rezulta ca
A=tA,

adica matricea asociata unei forme hermitiene in raport cu o baza data este egala cu
transpusa conjugatei sale. Rezulta ca elementele de pe diagonala principala ale
acestei matrice sunt reale.

In scriere matriceala, o forma hermitiand va avea expresia

glz,y) =" XAY.

Considerand forma patratica hermitiana h asociata lui g, de rang r < n, intr-o baza
canonica, aceasta va avea ecuatia matriceala

h(z) = g(z,z) =" XAX,

unde A este o matrice diagonala, cu elementele numere reale. Deci

M ... 0 ... 0 x1
hz)=(z1...25) | O Ar 0
0 0 0 Tn

Expresia algebrica a lui h va fi
h(z) = M|z >+ ... 4 M|z %,

unde scalarii \; sunt reali.

93



1.13 Forme patratice pe spatii vectoriale reale

Fie V un spatiu vectorial real n dimensional si o forma patratica h : V — R. Intr-o
baza canonica a lui V, forma patratica h se poate aduce la forma normala

h(z) = (21)* + ...+ (2p)* = (2pe1)” — .. — ()7,

unde 7 < n este rangul formei h (invariant la schimbarea bazei canonice). Urmatoarea
teorema ne asigura ca gi numarul p (numarul termenilor pozitivi in forma normald) este
invariant la schimbarea bazei.

Teorema 1.13.1. (Sylvester) Numarul termenilor pozitivi in expresia canonicd a unei
forme patratice reale nu depinde de alegerea bazei canonice.

Dem: Fie B = {ej,...,e,} 0 baza canonica a lui V, in care forma h are expresia
h(u) = (u1)? + .o 4 (up)? = (ups1)? — . — (ur)® Yulug,...,up) €V,

astfel incat, matriceal, expresia lui h(u) se poate scrie

I, ()] () u1
h(u) = (w1, ...y Up, Upg1s .o Upy Upg 1,y Up) [ O —Iip © :
® ® ® u
n
Daca B’ = {f1,...,fn} este o altid bazd canonicd a lui V, in raport cu care h are
expresia
h(w) = (w1)? 4 ...+ (wg)* — (wgs1)? — .. — (wr)? Yw(wi,...,wy) € w,
atunci
I ()] (S} w1
hMw) = (w1, ..., We, Wgg1, - - Wp, Wpp1,...,wp) | O —Iigq O :
()] ()] ()] wy,
Presupunem, prin absurd, ca ¢ < p. Fie spatiile
L =< €ly.--3€p, Cr4l,...,Ep > si Lo =< fq+17"'7f7” > .

Deoarece dim L1 + dim Ly = (n —r+p) + (r — ¢) = n+ p — ¢ > n, rezulta ca intersectia
spatiilor L; si Ly contine vectori nenuli (dim Ly +dim Lg = dim(Lj + Lo) 4+ dim(L; N Lg)).
Fie v € L1 N Lo, v # Oy (considerand componentele acestui vector in cele doua baze, intre
a ”q+ 1-a” componenta si a "p-a” compenenta, nu toate componentele sunt nule).

2 2
vE L= v=uvier+...+V€q+ Vgr1€041 + ...+ Vpep, Vit v, 0,

vELy=v =l for1 - F O fptvp i fpr1 T U U+ U O
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Vom avea

I, ()] () U1
h(v) = (V1,...,Vq, Vgt 0p, 0,...,0,0p41,...05) | © I p O : =
© ©® © .
n
=vi+... 4Vl Uit VE >0
si
I, © ©
h(v) =(0,...,0,054 1,V Upy1s- -, 0, 0,...,0) | O L gq O V:—vé%rl—...—v;2<0.
(C)] ® (C)]

Exista, deci, un vector v € V, v # 0y, pentru care h(v) > 0 si h(v) < 0, absurd.
Un rationament analog ne conduce la concluzia ca nici cazul p < ¢ nu este posibil. In
consecinta, p = ¢q. U

e Numarul p al termenilor pozitivi din expresia canonica a unei forme patratice reale
este invariant la schimbarea bazei canonice. El se numeste indicele pozitiv de inertie.

e Numarul ¢ = r — p (invariant si el) se numeste indicele negativ de inertie.
e Diferenta s = p — ¢ poarta numele de signatura formei h.

e O forma patratica h se numeste pozitiv definitd (resp. negativ definita) daca h(v) > 0,
Vv # Oy (resp. h(v) <0, Vv # Oy).

e O forma patratica h se numeste pozitiv semidefinita (resp. negativ semidefinitd)
dacd h(v) > 0, Vv € V (resp. h(v) < 0, Vv € V) s existda v # Oy pentru care
h(v) = 0.

e O forma patratica h se numeste nedefinita daca Jvy,ve € V, astfel incat h(vy) > 0
si h(UQ) < 0.

Rezulta imediat ca:

e O forma patratica h este pozitiv definita (resp. negativ definita) daca si numai
daca p =n (resp. ¢ = n).

e O forma patratica h este pozitiv semidefinita (resp. negativ semidefinita) daca
si numai dacad p=s < n (resp. ¢ = —s < n).

e O forma péatratica h este nedefinita daca si numai daca pq # 0.

Propozitie. Fie V un spatiu vectorial real n dimensional si h : V- — R o formd patratica
pe V. h este pozitiv definitd daca si numai dacd toti minorii diagonali ai matricei asociate
sunt pozitivi.
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Dem: O forma patratica pozitiv definita h poate fi adusa la expresia canonica

h(z) = Mi(z1)? + ...+ Mazn)?, N >0Vi=T1,n,

adica

0 ... X\ T,
Elementele nenule ale matricei fiind toate strict pozitive, este clar ca toti minorii diagonali
ai sai sunt pozitivi.

Reciproc, daca toti minorii diagonali sunt pozitivi, atunci Teorema lui Jacobi ne da o
forma canonica a lui h,

1 A

Ay

h(x) (z2)? + ...+
si, evident, h este pozitiv definita. [J

Fie V un spatiu vectorial real si h : V' — R o forma patratica pe V. Fieg: V xV — R
forma polara asociatd lui h. Daca S = {vi,...,v,} este un sistem de vectori din V/,
determinantul sau Gram in raport cu forma h este

g(vr,v1) ... g(vr,vp)
Gp(vi,...,vp) =
g(vp,v1) .. g(vp,vp)
Propozitie. Fie h o forma patratica pozitiv definita pe V si S = {v1,...,vp} un sistem
de vectori din V.
e Daca S este liniar independent, atunci Gp(vi,...,v,) > 0.
e Daca S este liniar dependent, atunci Gp(vi,...,vp) =0.
Dem: Subspatiul vectorial < S > generat de S = {v1,...,v,} este finit dimensional si
putem considera o baza in < S > ca fiind chiar S = {v1,...,v,}. Restrictia

este o forma patratica pozitiv definitd pe un spatiu real finit dimensional. Rezulta, con-
form propozitiei anterioare, ca determinantul matricei asociate este pozitiv. Dar matricea
asociata lui h este matricea care are ca elemente g(v;,v;), deci determinantul sau este
chiar Gp(v1,...,vp), deci Gp(v1,...,vp) > 0.
Daca S este liniar dependent, rezulta ca exista scalarii Ai,...,\, € R, nu toti nuli,
astfel Incat
)\1’01 +... +)\pvp = Oy.

Avem

g(v,0y) =0,Vv eV = g(v;, \iv1 + ...+ Apvp) =0, Vi=1,p.
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Deci, sistemul liniar si omogen (in necunoscutele \;)

AMg(vg,v1) + ...+ Apg(va,vp) =0 a=1,p

admite solutii diferite de solutia banala. Rezulta ca determinantul coeficientilor este nul,
adica Gp(vi,...,vp) =0. O
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Chapter 2

Spatii afine

2.1 Structura afina a unui spatiu vectorial

Fie V' un spatiu vectorial cu scalarii intr-un corp K. O submultime a lui V' de forma
A=a+U={a+u,uecU},

unde a € V gi U este un subspatiu vectorial al lui V', se numeste varietate liniara in V.
U poarta numele de subspatiu director al varietatii A.

Multimea tuturor varietatilor liniare ale spatiului vectorial V', impreuna cu multimea
vida, formeaza structura afina A(V) a lui V.

AV)={a+U,ace V,U <V} UD.

Exemple

e In spatiul S al vectorilor legati in punctul O, consideram multimea A a vectorilor cu
extremitatea pe o dreaptd d C £ (care nu trece prin punctul O). Aceastd multime
este o varietate liniara, al carei spatiu director este dreapta vectoriala (deci care
trece prin ”"originea” O) d’, care are directia paraleld cu cea a dreptei d.

Evident, pentru orice vector vy € A fixat, un vector v € A se scrie sub forma
v=vg+u, unde u € d’, deci A = vy +d.

Daca identificam vectorul v € A cu extremitatea acestuia, situatd pe dreapta d,
structura de varietate liniara a lui A se transmite dreptei d. O astfel de varietate
liniara se numeste dreapta din 530 (deci dreptele care nu trec prin origine sunt
varietiti liniare in £9).

e In acelagi spatiu E?? al vectorilor legati in punctul O, consideram multimea B a
vectorilor cu extremitatea Intr-un plan m C 53? (care nu trece prin punctul O).
Aceastda multime este o varietate liniara, al carei spatiu director este planul vectorial
(deci care trece prin ”originea” O) 7/, paralel cu planul 7.

Evident, pentru orice vector vg € B fixat, un vector v € B se scrie sub forma
v =wvg+u, unde u € 7/, deci B = vy + 7.
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Daca identificam vectorul v € B cu extremitatea acestuia, situata in planul 7, struc-
tura de varietate liniara a lui B se transmite planului 7w. O astfel de varietate liniara
se numeste plan din 53? (deci planele care nu trec prin origine sunt varietati liniare
in £9).

e Consideram un sistem neomogen de m ecuatii liniare, cu n necunoscute.

n
E aij Ty = b;, i1=1,m, ajj € K.
Jj=1

Presupunem ca sistemul este compatibil, adica
rang (a;;) = rang (a;j,b;) = < n.

Multimea A a solutiilor sistemului neomogen de ecuatii este o varietate liniara a lui
K"™. Spatiul sau director este multimea U a solutiilor sistemului de ecuatii liniare si
omogene asociat (acesta este un subspatiu al lui K”).

Intr-adevir, dacd = = (r1,...,2zy) este o solutie fixata a sistemului dat, atunci
pentru orice solutie u = (uy, ..., u,) a sistemului omogen asociat, este imediat faptul
ca (r1 + u1,..., T, + uy,) este, de asemenea, o solutie a sistemului neomogen. Deci
A=z+U.

Propozitie. Daci A=a+U € AV) sibe A, atunci A=b+U.

Dem: be A= JueUb=a+u,decia=b-—usiA=a+U=(b—-u)+U =
b+ (—u)+U=0b+U.0O

Rezultd ca o varietate liniarda A nu depinde de punctul a ales din A (de exemplu, o
dreapta din 53? este determinata de directia sa — spatiul sau director — si un punct
arbitrar al dreptei).

e O varietate liniard A € A este un subspatiu vectorial al lui V' daca gi numai daca
Oy € A.

Dimensiunea unei varietati liniare
Propozitie. Daci A=a+U=d +U' € A, atunci U =U".

Dem: Deoarece a’ € A, rezulta cda A =ad'+U' =a+U',decia+U =a+U'siU =U".
]

In consecinta, In reprezentarea unei varietati liniare sub forma A = a + U, subspatiul
siu director U este unic determinat. Il vom nota cu D(A) si o varietate liniard A va fi

de forma
A=a+ D(A).

Definim dimensiunea unei varietati liniare A = a + D(A) astfel:

dim D(A) daca A#0

dim A = { -1 daca A=10
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e Daca dim A = 0, atunci A = a+ < Oy > si multimea A (formata dintr-un singur
vector a) se numeste punct. Identificim vectorul a cu punctul {a}.

e Daca dimA =1, dim A = 2, dim A = p, atunci varietatea liniard A se va numi re-
spectiv dreaptd, plan sau p-plan. Daca 0y € A, atunci vom avea o dreapta vectoriala,
un plan vectorial, respectiv un p-plan vectorial.

e Daca U este un hiperplan vectorial, atunci A = a + U se numeste hiperplan. In
particular, daca V are dimensiunea n, un hiperplan va avea dimensiunea n — 1.

Propozitie. Daca A, € A(V), pentru o € I, atunci (| Aq € A(V).
acl

Dem: Daca () An = 0, propozitia este evidenta. Fie a € [ Ay # 0. Rezultd ca
acl acl
Ay = a+ D(A,), pentru orice a € I. Este imediat faptul ca (| Ao =a+ () D(A,). O
acl acl

Corolar. Daca varietatile liniare Ay sunt finit dimensionale, o € I, si au intersectia
nevidd, atunci

dim () Aq = dim (] D(Aa).
acl acl

Teoreme de caracterizare pentru varietatile liniare

Propozitie 2.1.1. Daca a si b sunt doud puncte distincte din V, atunci exista o singurda
dreapta in A(V') care contine punctele a gi b; o vom nota cu ab.

Dem: Dreapta a+ < b —a >= {a + A(b — a),\ € K} contine punctele a si b, deci
existenta este asigurata.

Presupunem acum ca D este o adreapta arbitrara din A(V'), care contine punctele
distincte a si b. Vom arataca D =a+ < b—a >. intr—adevér, deoarece a € D, rezulta ca
D =a+U,unde U <V, de dimeniune 1 (adica generat de un singur vector al lui U). Dar
beD=b=a+u,cuucU,deci b—a=usieste imediat faptul ca < b—a >=< u >,
adica <b—a>=U.

Deci, dreapta ab care trece prin punctele distincte a si b este

ab={a+ Ab—a), A € K}
si ea se mai poate scrie sub forma
ab={(1 —Xa+ \b,\ € K}.
Dam acum o caracterizare a varietitilor afine cu ajutorul dreptelor.

Propozitie 2.1.2. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K care contine cel puin tre:
elemente. O submulfime A a lui V este o varietate liniard dacd si numai daca

Va,be A,a# b= ab C A.
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Dem: "=—" Daca A € A(V), atunci A = x + D(A), unde x € A si D(A) < V. Fie
a # b doua puncte din A. Varietatea A se poate scrie

A=a+ D(A).

Deoarece b€ A = b—a € D(A), deci < b—a >C D(A), adica ab C A.

7<=" Fie A o submultime a lui V care satisface conditia din enunt. Daca A = (),
atunci A este o varietate liniara.

Presupunem ca A # (). Fiea € Aginotdim U = A—a = {u =2z —a,z € a}. Vom
demonstra ca U este subspatiu vectorial al lui V.

e Pentru orice ui,us € U si orice A € K, rezulta ca

(1= Nut + Aug € U. (2.1)

Intr-adevar, dacd vy = 1 —a si ug = x93 —a, cu x1,x2 € A, avem

(I=XNup+dug=(1-XN)(z1—a)+Az2—a)=(1—-Nz1+\xzg—ac€ A—a="U.

12

e In (2.1) inlocuim u; = Oy (deoarece a € A = Oy = a — a € U) si obtinem
VAeK, VuelU, = \uel.

e Deoarece corpul K are cel putin trei elemente, rezulta ca existd o € K, a # 0, a # 1.
Inlocuim in (2.1) A = «, u; = (1 — o)~ tvy si ug = a g, cu vy, v9 € U. Atunci

V,v1,v9 € U = v1 + v € U.

Deci U este un subspatiu vectorial al lui V', iar A = a + U este o varietate liniard. [J

Daca K are doar doua elemente, propozitia nu mai este adevarata. Fie K = Zy = {6, T},
V =7y x Zy si M = {(0,0),(0,1),(1,0)} € V. Orice dreaptii din Zy x Zy contine exact
dous elemente (ab = {a + A(b—a),A = 0,1}), deci oricare ar fi doui elemente ale lui M,
dreapta care trece prin ele este continuta in M. Dar M nu este varietate liniara, caci daca
ar fi, tindnd cont de faptul ca (6, 6) € M, ar rezulta ca M este un subspatiu vectorial al
lui Zg X Zy. Dar atunci (0,1) + (1,0) € M, deci (1,1) € M, ceea ce este fals.

In urméitoarea caracterizare a varietatilor liniare nu excludem nici un corp.

Propozitie 2.1.3. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K. O submulfime A C V este
o varietate liniard o lui V dacd si numai dacd este satisfacutd urmdtoarea conditie:

(Var,.. o €A, VA, M eK D) Ai=1)=> Az € A (2.2)
=1 =1
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Dem: "=—" Daca A € A(V), atunci A = x + D(A), unde x € A si D(A) < V. Fie
x1 € A. Varietatea A se poate scrie

A=x1+D

—~

A).

n

Pentru x; € Aji=1,nsi\ €Ki =1,n,cu D\ =1,=—= x; — 21 € D(A) <V, deci
i=1

n

S \i(@; — x1) € D(A). In consecints,
i=1

Z)\ixi = Z)\Z('rl —x1) + Z)\ixl = Z/\Z("TZ —x1)+x1 C D(A) + 21 € A.
=1 =1 i=1 =1

€D(A)

”<=" Fie A o submulfime a lui V care satisface conditia din enunt. Dacd A = 0,
atunci A este o varietate liniara.

Presupunem ca A # (). Fiea € Aginotam U = A—a = {u =2z —a,z € a}. Vom
demonstra ca U este subspatiu vectorial al lui V.

n
e Pentru orice uy,...,u, € U giorice \; € K, cu > \; = 1, rezulta ca

=1
> A €U (2.3)
=1

Intr-adevar, daca u; = x; —a, cu x; € A, 1= 1,n, avem

zn:)\lul = zn:)\z(l‘z *a) = zn:)\l.’b’l — Zn:)\la: zn:)\ixi—a CA—a="U.
i=1 i=1 i=1 i=1 i—1

N——
€A

o In (2.3) inlocuimn =3, \y =a €K, \a =0 €K, A3 =1—a— 0, ug = 0y (deoarece
a € A= 0y =a—a€U) si obtinem

Va,8 €K, Yui,uo € U, = auy + fug € U.

Deci U este un subspatiu vectorial al lui V', iar A = a + U este o varietate liniara. [

Infaguratoarea afina a unei submultimi

n n

Combinatia liniara )  A\;z;, In care coeficientii \; € K verifica Y  \; = 1, se numste
i=1 i=1

combinatie afind a punctelor x1,...,xz, € V.

Am vazut ca intersectia varietatilor liniare este o varietate liniara. Fie M C V.
Intersectia tuturor varetatilor liniare ale lui V', care contin pe M, se numeste infasuratoarea
afina (sau inchiderea afind) a lui M si se noteaza cu af M. Este clar ca af M este elementul
minim al lui A(V') (in raport cu incluziunea) care contine pe M.

Ae A(V),M C A= afM C A.
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Propozitie 2.1.4. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K. fnfd;’urdifoarea afind a unet
multimi M C 'V este multimea tuturor combinatiilor afine care se pot forma cu un numar
finit de elemente din M.

n n
af M = {Z)\il’i,n eENxy, ...,z € M A, ..., A0 EK,Z)\i =1} (sume finite).
i=1 1=1

n n
Dem: Fie X = {>_ Niz;,n € Njxy,...,2, € M, \,..., Ay €K, > \; = 1}. Vom arata

=1 =1
caaf M = X.
» — . . . < a o < .
C” Pentru aceasta incluziune, este suficient sa verificam faptul ca X este o varietate
liniara care contine pe M. Evident, M C X, deoarece orice x € M este de forma x = 1-x.

n
Pentru a demonstra ca X € A(V'), vom folosi Propozitia 2.1.3. Fie y; = > A\jjz; € X,
i=1

n . k
cuy Nj=1j=1ksifiey; €K, j=1Fk cu ) p; =1 Atunci
i=1 j=1

k k n n k
S gy = (O Agm) = > O midi)mi € X,
j=1 j=1 =1

i=1 j=1

deoarece i( 3 HiNij) = i(i Hi)Nij = i Aij =1, deci X € A(V). Deoarece af M este
cea mai r;_iééj;;rietate linli;ié] ;lui % carel_clon‘gine pe M, rezulta ca af M C X.

"D” Fie A € A(V) o varietate liniara arbitrara, astfel incat M C A. Vom arita
ca X C A intr—adevér, fiex € X. Deci x = i Aix;, unde x; € M, iar zn:)\z- = 1.
Deoarece x; € M, iar M C A, atunci z; € A. Fofgslind din nou Propozitia 2&.:31, rezulta

n
cax = > Nz; € A, deci X C A. Adica X este inclusa in orice varietate liniara A, cu

=1
M C A, deci X C af M. O
Rezulta imediat ca

o M =af M < M € A(V).

e af {a,b} = ab.

Ecuatiile unei varietati liniare

Presupunem acum ca spatiul vectorial V este finit dimensional, de dimeniune n, si fie
B ={ei,...,e,} 0 bazd a sa. Fie A € A(V) o varietate liniara de dimensiune r, r < n.
Atunci A este de forma

A=a+<dy,....d, >,

unde a € A, iar vectorii dy, . .., d, sunt liniar independenti. Aceasta este ecuatia vectoriald
a varietatii A.
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In raport cu baza B a lui V, putem determina coordonatele vectorilor a,d,...,d,.
n n

Daca a = ) aje; si dj = ) dije;, j = 1,7, atunci varietatea liniara A este data de
i=1 i=1

A= {JC: (xl,...,:cn) eV, x; :ai+zdij)\j,)\j EK}
j=1

si am obtinut ecuatiile parametrice ale varietatii A.
Pe de alta parte, varietatile liniare coincid cu solutiile sistemelor de ecuatii liniare, deci

n
A:{x:(ml,...,xn) < MZG,Z]J}] :b,“Z: 1,m}’
j=1

unde rangul matricei (a;;) este r.

Teorema dimensiunii. Paralelism

Varietétile liniare A, B € A(V') se numesc paralele daca D(A) C D(B) sau D(B) C D(A).
Vom nota A || B.

Propozitie. Daca A, B € A(V), cu A || B, atunci A C B, sau B C A, sau AN B = (.

Dem: Daca AN B = (), nu mai e nimic de demonstrat. Presupunem ca AN B # () si fie
a € ANB. Rezulta ca A =a+ D(A) si B=a+ D(B). Deoarece A || B, putem presupune
ca D(A) C D(B). Atunci, A =a+ D(A) C a+ D(B) = B si propozitia este demonstrata.
]

Propozitie 2.1.5. Fie A,B€ A(V), A=a+ D(A), B=b+ D(B). Atunci
af(AUB)=a+ D(A)+D(B)+ <b—a>.

Dem: "C”. Intr-adeviir, deoarece A C a4+ D(A) + D(B)+ < b—a > si B C a +
D(A)+ D(B)+ <b—a >, rezultd ca AUB C a+ D(A)+ D(B)+ < b—a >, deci af
(AUB) Ca+ D(A)+ D(B)+ < b—a > (deoarece af (AU B) este cea mai mica varietate
liniara care contine pe AU B).

”D”. Am vazut ca af (AUB) este o varietate liniara (ca intersectie de varietati liniare).
Deci af (AUB) =a+ D( af (AU B)). Avem:

AC af(AUB) = D(A) C D(af (AU B)),

cD
B C af(AUB) = D(B) C D(af(AUB)),
a,be af(AUB) =< b—a>C D(af(AUB)),

deci
a+D(A)+D(B)+<b—a>Ca+D(af(AUB)) = af(AuB). O
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Propozitie 2.1.6. Fie A,Bc A(V), A=a+ D(A), B=b+ D(B). Atunci
ANB# () <=<b—a>C D(A)+ D(B).

Dem: ”==" Fie ¢ € AN B. Atunci existd u; € D(A) si ug € D(B) astfel incat ¢ =
a+u; = b+us. Rezultd cab—a = u; —uz € D(A)+ D(B), deci < b—a >C D(A)+ D(B).
"«<=" Daca < b—a >C D(A)+D(B) = b—a € D(A)+D(B), deci existau; € D(A) si

~

uz € D(B), astfel incat b—a = uy +uz. In consecinta, b — us = a +u; = ¢, deci ¢ € ANB.
SN—— =

€B €A
]

Consecinta. Fie A,Be€ A(V), A=a+ D(A), B=b+ D(B). Atunci

a+ D(A)+ D(B) daca ANB#0

a+D(A)+D(B)+ <b—a> daca ANB=10 " 24)

af(AUB) = {

Exemplu. Presupunem ca V este un spatiu vectorial de dimensiune 3 gi fie dj = a+ <
dy > i dy = b+ < do > doua drepte distincte din A(V).

e Daca dy Ndy = {P}, atunci

af (di Udp) = a+ <dy >+ < dy >=a+ < di,dg >,
obtinand planul determinat de cele doua drepte.
e Daca dy || d2, atunci < di >=<dg >, deci
af (i Ude) =a+ < dy >+ <b—a>=a+ <dj,b—a>,

obtindnd planul determinat de vectorii (liniar independenti) di $i b — a (acesta este,
evident, planul determinat de dy si da).

e Daca di si dy sunt necoplanare, atunci
af (i Udp) =a+<di >+ <dy>+<b—a>=a+<dj,dy,b—a>

si, deoarece di, dy $i b — a sunt liniar independenti, af (dy U dg) este intreg spatiul
V.

Propozitie 2.1.7. (Teorema dimensiunii) Fie A gi B doud varietali liniare nevide, de
dimensiuni finite, din spatiul vectorial V. Atunci

dim A+ dim B —dim(ANB) daca ANB#0

dim af(AUB):{ dim[D(A) + D(B)] + 1 daca ANB=0 "~

(2.5)

Dem: Dacd AN B # (), atunci af (AU B) = a + D(A) + D(B) si, folosind teorema
dimensiunii (Grassmann), obtinem

dim af (AU B) = dim[D(A) + D(B)] = dim D(A) + dim D(B) — dim(D(A) N D(B)) =
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=dim A + dim B — dim(A N B).

Daca AN B = 0, atunci, conform Propozitiei 2.1.6, < b —a >¢ D(A) + D(B), deci
vectorul b — a este liniar independent de vectorii din [D(A) + D(B)]. Rezulta ca

dim af (AU B) = dim[D(A) + D(B)+ <b—a >| =

= dim[D(A)+D(B)]+dim < b—a > —dim([D(A)+D(B)]N < b—a >) = dim[D(A)+D(B)]+1,

deoarece [D(A)+ D(B)|N < b—a >= {0y} (altfel subspatiul 1-dim < b —a > ar fi inclus
in subspatiul D(A) + D(B)). O

Exemplu. Vom determina pozitiile relative ale unei drepte si un plan intr-un spatiu vec-
torial 4-dimensional V. Fie d = a+ < dy > o dreaptd si m = b+ < do,ds > un plan.

e Dacadnm # 0, atunci
af (dUT) =a+ <dy >+ <dy,d3 >,
ar
dim[af (dUT)] =1+2 —dim(dNm) < 4,
de unde rezulta ca dim(d Nw) > —1, deci dim(d Nw) = {0, 1}.

a) Daca dim(dN7w) =0 = dNm = {P}, dim (af (dUT)) = 3, deci intersectia
dintre d gi  este un punct, iar infasuratoarea afing a lui dUm este un hiperplan.

b) Daci dim(dNn)=1=dNm =d, dim (af (dUm)) =2, decid C 7.
e DacadNm =0, atunci
af (dUT) =a+ <dy >+ <dg,d3 >+ <b—a >,
tar
dim [af (dU )] = dim[< dy >, < da,d3 >] + 1 < 4,

de unde rezultd ca dim < di,da,ds >< 3, deci dim < dy,ds,ds >= {2,3} (evident,
dy si ds sunt liniar independenti, deci dim < dy,dg,ds >> 2).

a) Daca dim < dy,ds,ds >=2 =< d; >C< da,d3 >=d || 7, iar af (dUT) =
a+ < do,ds >+ < b—a > este un hiperplan.

b) Daca dim < dy,d,d3 >=3 = dim af (dU7n) =4 = af (dUnT) =V sid}fn
(dreapta d nu este paralela cu planul 7 $i nici nu are puncte comune cu ).
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2.2 Spatii afine. Proprietati imediate
Fie A ={A,B,C,...} o multime nevida de puncte.

e Un element (4, B) € A x A se numeste bipunct al lui A, de origine A si extremitate
B.

e Un bipunct de forma (A, A) este un bipunct diagonal sau bipunct nul.
e Bipunctele (A, B) si (B, A) sunt bipuncte simetrice.

Un K-spatiu vectorial V determina o structurd afind pe A daca se poate defini o functie
v: Ax A—V, astfel incat:

1) ¢(A,B)+ ¢(B,C) = ¢(A,C), pentru oricare A, B,C € A;

2) Pentru orice A € A si orice v € V, exista un unic punct B € A, astfel incat
w(A, B) = v.

Multimea A, dotatd cu o structura afina, se numeste spatiu afin. Un spatiu afin este,
deci, determinat de un triplet (A, V, ¢) care verifica cele doua conditii de mai sus.

e Multimea A este spatiul baza (sau spatiul suport), iar elementele sale sunt punctele
spatiului afin.

e Spatiul vectorial V' este spatiul director al spatiului afin, iar elementele sale nenule
sunt vectort directori.

e Functia ¢ este functia structurald a spatiului afin.

Spatiul afin este real sau complex, dupa cum scorpul K al scalarilor lui V este real sau
complex.
Notand ¢(A, B) = AB, cele doua conditii din definitia structurii afine devin:

1) AB + BC = AC, pentru oricare A, B,C € A,
2) Pentru orice A € Asi orice v € V, exista un unic punct B € A, astfel incat AB = v.

In continuare, vom mentiona un spatiu afin prin (A, V, ) sau, folosind notatia p(A, B) =
AB, prin (A, V) sau, cand se subintelege spatiul director V', doar prin spatiul sau suport

A.
Propozitie. Intr-un spatiu afin (A, V), avem
1) Vectorul asociat oricarui bipunct diagonal este vectorul nul,

AA=0y €V, YAcA.

2) Vectorii asociati la doua puncte simetrice sunt vectori opusi,

BA=—AB, YA BEcA.
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3) Pentru fiecare punct A € A, aplicatia
va: A=V, @a(B)=AB
este o bijectie.

Fie O € A un punct fixat si fie A9 = {O} x A multimea bipunctelor lui A, de origine
O. Prin bijectia A° =V, (0, A) — OA, bipunctul (O, A) se poate identifica cu vectorul
OA. In acest mod, structura vectoriald din V se introduce pe A°.

e Spatiul vectorial A© astfel determinat se numeste spatiu vectorial tangent in O la

A.

e Un vector din A? se numste vector tangent in O la A (sau vector legat al spatiului
afin A, de origine O).

e Evident, spatiul vectorial A© este izomorf cu V.

e Considerand bijectia
A— A% A—(0,4),

vectorul (O, A), asociat punctului A, se numeste vector de pozitie al punctului A in
raport cu originea O.

Vom spune ca bipunctul (A, B) este echipolent cu bipunctul (C, D) si vom scrie (A, B) ~
(C, D) daca (A, B) si (C, D) determina acelasi vector in V, adica

(A,B) ~ (C,D) <= ¢(A,B) = ¢(C, D).

Este imediat faptul ca ~ este o relatie de echivalenta pe Ax A. Fie (Ax.A),. multimea
claselor de echivalenta si [(4, B)] clasa bipunctului (A, B). Aplicatia

(AXA)/NHV, [(A,B)] = v=p(A,B)

este bine definita (evident, nu depinde de alegerea reprezentantului (A4, B) al clasei [(4, B)])
si este o bijectie. Putem, deci, sa identificam clasa [(A, B)] cu vectorul (A, B) = AB.
In acest fel, structura de spatiu vectorial a lui V se poate transporta pe spatiul factor
(A x A),. care va avea, astfel, o structura de spatiu vectorial.

e Spatiul vectorial astfel definit se numeste spatiul vectorial al vectorilor liberi din
spatiul afin A.

o (A x A),. este izomorf cu spatiul sau director V.

e O clasa oarecare de bipuncte echipolente se numeste vector liber al spatiului afin A.
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2.3 Exemple de spatii afine

Structura afina a spatiului &3

Daca &z este spatiul punctual euclidian 3-dimensional, iar €3 este spatiul vectorial al
vectorilor liberi din &3, consideram functia

g0:€3X53—>23, @(A,B):E,

unde AB este vectorul liber asociat vectorului legat AB determinat de bipunctul (A, B).
Tripletul (&3, &3, ) este un spatiu afin real.

Fie O € £ un punct arbitrar. Putem identifica spatiul £3 al vectorilor liberi cu spatiul
vectorial 53? tangent la & In punctul O. Structura afina pe &3 este determinata de un
triplet (&3, 5:? , ), unde @ este operatia de scadere din 5:? )

o —
(p153X53—>53, QD(A,B):OB— A.

Structura afina asociata unei varietati liniare

Fie A o varietate liniara dintr-un spatiu vectorial V', A = a4+ D(A). Pe A se poate defini
o structura afina, numita structurae afind canonic asociata lui A, considerand functia

p:AxA—D(A), vla+u,a+w)=w-—u.
Se verifica imediat cele doua conditii din definitia structurii afine, deci tripletul (4, D(A), ¢)
determina o structura afina pe A.
Structura afina asociata unui spatiu vectorial

Fie V un K-spatiu vectorial. Structura afind canonic asociatd lui V' este data de tripletul
(V,V,¢), unde
e:VxV =V plw)=w-—u

Spatiul afin standard K"

Pe spatiul vectorial aritmetic K", structura afind este data de tripletul (K", K", ¢), unde,
din nou,

¢ : K"xK" - K", p(A,B) = AB = (bi—ay,...,bp—ay), VA= (a1,...,ay,),B = (b1,...,b,) € K".

2.4 Combinatii afine de puncte

Propozitie. Fie A un spatiu afin si S = {Ag, A1,...,A,} C A un sistem finit de puncte

din A. Fie {ao, 1, ...,ap} C K un sistem de scalari cu proprietatea cd og+on+...+0p =
1. Atunci exista un unic punct P € A, astfel incdt
OP = agOAg 4+ a1OA; + ... + apOAp, (26)

oricum am alege punctul origine O € A.
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Dem : Presupunem ca, alegiand originea in O, gasim punctul P astfel incat
OP = ayOAy + a1OA1 + ...+ OépOAp
si, pentru originea in O, avem punctul P/, cu
O'P = OéoO/Ao + OélO/Al + ...+ apO’Ap.
Atunci
p P P p
OP=00+0P =) a;00+Y 004; =) ai(0'0+04A)=> a,0'4;=0'P,
i=0 i=0 i=0 i=0

deci OP=0'P' ¢i P=P. 0O
Deoarece alegerea lui O in (2.6) nu este esentiald, putem folosi notatia

P=cqapdo+a1A1+ ... —l—OépAp.

e Fie S = {Ap, A1,...,A,} C A un sistem finit de puncte din A. Un punct P € A se
numeste combinatie afind (sau baricentru) a sistemului de puncte S daca exista un

sistem de scalari {a,, o1,...,0p} CK, cuag+ a1 + ...+ o = 1, astfel incat
P=oplAog+01 A1+ ...+ apAp. (27)
e Sistemul de scalari {o, a1,...,0p, g+ a1+ ...+ a, = 1} se numeste sistemul de

ponderi al punctului P fata de S.

e Daca § = {A,,« € J} este un sistem oarecare de puncte din A, atunci un punct
P € A este combinatie afing a lui S daca existd un subsistem finit al lui S, astfel
incat P sa fie combinatie afina a acestuia.

e Un sistem oarecare S de puncte din A se numeste sistem de generatori al spatiului
afin A daca orice punct P € A este o combinatie afina a lui S.

Propozitie. Fie S = {Ag, A1,...,Aq, Ags1,..., Ap} un sistem de puncte din A si
P=agAo+ ... +ogAg+agr1Agr1 + ...+ oAy, ag+ ... tagFogpr+ . oy =1,
un baricentru al sau. Dacd o = ag + ...+ ag # 0, atunci

P=aQ+ agt1A¢41 + ...+ Ay, atoagpr+.. oy =1,

unde Q este baricentru al subsistemului {Ao, A1, ..., Aq}, cu ponderile {%, %, . %}.
Reciproc, daca P € A este dat de
P=aQ+oagt1Ag41+ ...+ A4y, atogir+...+op =1,
cu a # 0, iar
Q=0Ao+ A1 +...+ 84 Bo+bi+...+0,=1,
atunci P este baricentru al sistemului S, de ponderi {afy, ..., a0q, Qgs1,---,0p}.
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e Un sistem finit de puncte S = {Ag, A1,..., Ay} din A se numeste afin dependent
daca cel putin unul din punctele sale este combinatie afina a sistemului format cu
celelalte puncte. Punctele lui S se numesc afin dependente.

e Sistemul S = {Ay, A1,...,A,} se numeste afin independent daca nu este afin de-
pendent sau daca este alcatuit dintr-un singur punct. Punctele lui S se numesc afin
independente.

Propozitie. Sistemul de puncte S = {Ag, A1,...,Ap} din A este afin dependent dacd si
numai daca sistemul de vectori S = {ApA1,...,AgAp} din V' este liniar dependent.

Dem: Presupunem ca sistemul de puncte S = {4y, A1,...,A,} este afin dependent.
Rezulta ca

Jag,...,p €K, a1 +...+p=1 As=a1d1+...+ a4,

adica
VO €A, OAy=a10A1+ ...+ a,0A4,.

Alegéand, in ultima relatie, originea O sa fie chiar punctul Ag, obtinem ca
Oy = a1 Agd + ...+ OépOAp,

unde scalarii o; nu sunt toti zero, deoarece suma lor este egala cu 1. Rezulta ca sistemul
de vectori S = {ApAi,...,ApA,} este liniar dependent.

Reciproc, presupunem ca sistemul S = {AgAy, ..., AgAp} este liniar dependent. Rezulta
ca
Joa,...,0p € K, nu toti nuli, cu oy AgA1 + ... + apAg A, = Oy,
adica
VO €A, a1(400+O0A1) + ... + (A0 + OA,) = Oy,
sau

VO € A, (041—l—...—i—ap)A()O—i-OélOAl—i—...-l—OépOAp:OV.
—_————

67

e Daca a # 0, atunci
VO e .A, aOAg = a1OA; + ...+ apOAp,

deci

a7 Qyp Ld (673
VOeA OAy=—0A1+...+ 04, ) —=1
o' «a =

si
P
aq Qyp (07
Ag = —A ...+—A, cu —=1,
0 o 1+ —I—a p ;a

adica sistemul de puncte S este afin dependent.
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e Daca a = 0, atunci ayOA; + ... + a0OA, = Oy, unde nu toti scalarii o; sunt nuli.
Presupunem ca a; # 0. Atunci

—a10A1 = ag0OAs + ... + apOAp,

deci
@2 Qp oo
VO€A7 OAl:——OAQ—_”_iOAI” cu _7:17
aq a7 P aq
si
p
Q2 ap «;
VOEA, A=-4— —2a S -Hoy
a &1 =2 al

deci, gi In acest caz, sistemul de puncte S este afin dependent. [

Sistemul de vectori S = {ApA1,...,AgA,} se numeste sistem de vectori asociat sis-
temului de puncte S = {4y, A1,...,A4,}. Schimband rolul punctului Ay cu alt punct din
sistem, se pot obtine alte sisteme de vectori asociate unui sistem de puncte. Toate aceste
sisteme se deduc din primul prin transformari elementare.

e Un sistem format din doua puncte {A, B} este afin independent daca si numai daca
punctele sunt distincte A # B.

o In &3, trei puncte necoliniare sunt afin independente. La fel sunt si patru puncte
necoplanare.

e Orice sistem de puncte care contine un un subsistem afin dependent este afin depen-
dent.

e Daca un sistem este afin independent, atunci orice subsistem al sau este afin inde-
pendent.

Vom spune céd un sistem oarecare de puncte S = {4,,a € J} din A este afin inde-
pendent daca orice subsistem finit al sau este afin independent.

2.5 Subspatii afine

Fie (A,V, ) un spatiu afin. Fie A" C A o submultime nevida a lui A si o' = o4
restrictia lui ¢ la A" x A". Dacd V' = ¢/(A’ x A’) este un subspatiu vectorial al lui V,
atunci tripletul (A’, V', ¢') are o structurd de spatiu afin.

Se numeste subspatiu afin al spatiului afin (A, V, ¢) un triplet (A’, V', ¢'), unde A’ este
o submultime nevida a lui A, ¢’ este restrictia lui ¢ la A’ x A’, iar V' = /(A x A’) este
un subspatiu vectorial al lui V. Multimea vida se considera, prin definitie, subspatiu
afin al oricarui spatiu afin A.

Un subspatiu afin (A’, V') este determinat fie de multimea A" a punctelor sale, fie de
un punct Py € A’ si de spatiul sdu director V.
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e Cand cunoagtem pe A’, spatiul director va fi
V' ={AB, A ,Bec A},
sau, fixand un punct Py € A,

V' ={PRA, Ac A}

e Cand cunoastem punctul Py € A’ si spatiul V', atunci

A ={AcA PAcV'Y.

Exemple. e Orice submulfime formata dintr-un singur punct A’ = {A} C A este un
subspatiu afin al lui A. Spatiul sau director este V! = {0y} < V.

e Orice dreapta d si orice plan w din &3 sunt subspatii afine ale lui Es. Spatiile lor
directoare sunt, respectiv, o dreaptd vectoriald d' € 530 st un plan vectorial ' € 53? ,
care le determind directia (adica d || d', resp. = || ©’).

o Varietatile lintare din K", determinate de multimea solutiilor sistemelor de ecuatit
liniare, sunt subspatii afine ale spatiului afin standard K™. Spatiile lor directoare
sunt subspatiile vectoriale ale lui K™, determinate de solutiile sistemelor liniare si
omogene, asociate sistemelor date.

De exemplu, in K3, spatiul solutiilor ecuatiei Ax + By + Cz + D = 0, cu rang
(A,B,C) = 1, este un subspatiu afin al lui K3. Spatiul squ director este spatiul
vectorial al solutiilor ecuatiei omogene asociate Ax + By + Cz = 0.

Urmatoarea propozitie este o generalizare a axiomei paralelelor din &s.

Propozitie. Fie (A,V,¢) un spativ afin. Pentru orice punct Py € A si orice subspatiu
vectorial V' al lui V', existd un unic subspatiu afin A" al lui A care contine punctul Py si
admite pe V' ca spatiu director.

Dem: Definim A" ={A4A € A, PyA € V'} i fie ¢’ restrictia lui ¢ la A" x A’. Tripletul
(A", V', ¢') este un subspatiu afin al lui (A, V, ¢), contine pe Py si admite pe V' ca spatiu
director.

Deoarece aplicatia ¢ : A" — V', A —— PyA, este o bijectie, rezulta ca A’ este unic
determinat. [

e Un subspatiu afin al lui A este o dreapta in A daca spatiul sdu director este o dreapta
vectoriala din V.

e Un subspatiu afin al lui A este un plan in A daca spatiul sdu director este un plan
vectorial din V.

e Un subspatiu afin al lui A este un hiperplan in A daca spatiul sau director este un
hiperplan vectorial din V.
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Propozitie 2.5.1. O conditie necesard si suficientd pentru ca o submulfime nevida A’ C A
sa fie un subspativ afin al lui A este ca

VPQeA, VapBeK, a+pf=1=aP+pQcA.

Dem: Presupunem ci A’ este un subspatiu afin al lui A. Inseamni ci spatiul director
V'’ al lui A’ este un subspatiu vectorial al spatiului director V al lui A.
Fixam Ag € A’. Atunci

V'={AP, PcA}=<V.

Fie P,Q € A’. Atunci AgP, AgQ € V' i, deoarece V' < V, rezulta cd, pentru orice A € K,
(1 —XN)AgP 4+ MA@ € V'. Deci exista R € A’, astfel incat AgR = (1 — \) AP + M\ApQ.
Deci R=(1- AP+ Qe A'.
Reciproc, presupunem ca implicatia din propozitie este adevarata. Fixam Ay € A’ si
fie
V' = {AQP, Pe .A/}

Vom ardta ca V' este un subspatiu vectorial al lui V.

Fie v € V’'. Rezulta ca exista P € A, astfel incat v = AgP. V' este o submultime
alui V, deci v € V gi, deoarece A este un spatiu afin cu spatiul director V', rezulta ca,
pentru orice A € K, exista un unic R € A, astfel incat AgR = Av. Deci Av = AgR =
(1 =XN)ApAg+ Av = (1—XN)AgAg + ANAoP si, cum Ay, P € A, rezultd cd R € A, ceea ce
inseamna ca \v € V.

Daca v,w € V', atunci existd punctele (unice) P,Q € A, astfel incat v = AP si

1 1 1 1
w = ApQ. Combinatia afina T = §P + §Q se va afla in A’, deci AgT = ou + o e V.

Rezultd ca si suma v +w € V', deci V! <V, iar A’ este subspatiu afin al lui A. O
Evident, propozitia anterioara este valabila pentru orice combinatie afina a unui numar
finit de puncte din A’.

Propozitie 2.5.2. Fie (A,V) un spativ afin, S = {Ag, A1,..., Ap} un sistem finit de
puncte din A si S = {AgAi,..., AoAp} sistemul de vectori asociat. Atunci multimea
baricentrelor lui S,

SZ{PEA,PZQQA0+,,,—|—QPAP7 Oéo+--.+ozp:1},

este un subspativ afin al lui A. Spatiul sdu director este infasurdtoarea liniara a lui S
(deci subspatiul < S > generat de S ).

Dem: Pentru a demonstra ci S este un subspatiu afin, vom folosi Propozitia 2.5.1. Fie

_ P
P,Q € S si A € K. Punctele P gi @ sunt de forma P = agAg+ ...+ opAp, cu > oy =1,
i=0

P
respectiv Q = BoAo + ...+ BpAp, cu Y B = 1. Atunci
i=0

p p p
I=NP+AQ=(1-XN)D idi+> Bidi=> [(1-Nai+ 34 €S,
=0 =0 =0
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deoarece
p

STI = Nag + A3 = (1 - X Zozz—l—)\Zﬁz_ NAA=1,

1=0

Deci S este un subspatiu afin al lui A.
Vom arata ca spatiul director al lui S este chiar < S >. Spatiul director al lui S este
(relativ la punctul Ay, dar acest spatiu nu depinde de alegerea punctului din S)

V:{A()P, PES}

Vom verifica dubla incluziune V =< ApAy,..., AgA, >.

"C” Fie v € V. Rezulta ci existd un unic P € S, astfel incat v = AgP, deci v =
agAoAp + a1 AgAl + ...+ CkpA()Ap, adica v €< AgAq,..., A()Ap >.

727" Fie v €< ApAu,...,ApA, >. Rezulta ca v = a1dgA; + ... + o ApAp, unde nu
toti scalarii «; sunt nuli. Vectorul v poate fi scris sub forma

v = (1—0&1 —...—Ozp)Avo—l—OquAl—|—...+OépAOAp.
Deci v = ApT, unde
T=(1—-ai—...—ap)Adg+a A1+ ...+ apdy, €S,

adica v e V. O

Dacd S = {Ag, Aa, o € J} este un sistem infinit de puncte, notam cu S multimea
baricentrelor tuturor subsistemelor finite ale lui S. Se arati, in acelasi fel, ci S este un
subspatiu afin al lui A si ca spatiul sau director este infaguratoarea liniara a sistemului de
vectori S = {ApAa, a € J}, asociat lui S.

Subspatiul afin S C A se numeste inchiderea afind (sau infdasurdtoarea afind) a sis-
temului S.

Exemple. e Inchiderea afina a sistemului alcatuit dintr-un singur punct S = {A} C
A este punctul A insugi, iar spatiul sau director este subspatiul trivial {Oy} < V.

e Inchiderea afind a unui sistem de doud puncte afin independente (deci distincte)
S ={Ap, A1} din A este dreapta afind

S={Pc A P=(1-NAg+ I A1, A €K},
1ar spatiul sau director este dreapta vectoriala

<8 >=< {A(]Al} >= {A()P eV, AoP = \AgAq, € K}

e Inchiderea afina a unui sistem de trei puncte afin independente (deci necoliniare)
S ={Ap, A1, Ao} din A este planul afin

SI{PEA, P=(1-X—p)Ay+ M1 + pAs, A\ p €K},
1ar spatiul sau director este planul vectorial

<8 >=< {A()Al,AoAQ} >= {A()P eV, AP = MAgA1 + ,LLA()AQ, A, ne K}
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Propozitie. Fie Ay si Ay doud subspatii afine ale lui A si fie V1 si Vo subspatiile lor
directoare. Atunci intersectia Ay N As este, de asemenea, un subspativ afin ol lui A iar,
dacd Ay N Ay # 0, atunci spatiul sdau director este Vi N Vs.

Dem: Daca A; N Ay = (0, atunci propozitia este evidenta.

Presupunem ca A; N Ay # 0. Fie P,Q € A1 N Ay si fie A € K. Deoarece A; si
Ay sunt subspatii afine, rezulta ca (1 — \)P + AQ € A; si (1 — AP + AQ € As, deci
(1=XNP+XQ € A1 N Ag, deci A; N Az este un subspatiu afin.

Fie Ag € A; N As. Spatiul director al lui A; N Ay este

Vig = {A()P, Pec AN ./42}
Vom arata ca Vio = Vi N Vs, unde
Vi={40Q, QcA}, Va={AR, Rec A}

"C” Fie v € Vig = existd un unic P € A1 N Ay, v = AgP, deci v € V1 N V5.
7D” Fiev € ViNVs,. Exista un unic Q € A; siun unic R € As, astfel incat v = AgQ) = AR,
deci Q = R e A1 N Ay, adica v € Vip. O

e Daca S este un sistem de puncte din A, atunci intersectia tuturor subspatiilor afine
ale lui A, care contin pe S, este un subspatiu afin (cel mai mic — in raport cu
incluziunea — spatiu afin care contine pe S). Acesta coincide cu infaguratoarea
afina a sistemului S.

Propozitie. Fie (A, V) un spatiu afin, A1, Ay C A doud subspatii afine nevide gi Vy, Vo
spatiile lor directoare.

a) Daca Vy i Vo sunt independente, atunci Ay N As contine cel mult un punct.
b) Daca Vi + Vo =V, atunci A1 N Ay contine cel putin un punct.
¢) Daca Vi @ Vo =V, atunci Ay N Ay contine exact un punct.

Dem: a) Daca A; N As = (), atunci afirmatia de la a) este adevarata. Presupunem
cd A1 N As # 0. Fie P,Q € A; N As. Spatiul director al lui A; N Ag este Vi N Vs, deci
PQ € Vi N Vs Dar Vi si Vo sunt independente, deci V3 N'Va = {0y}, deci PQ = Oy si, in
consecinta, P = Q.

b) Presupunem, prin absurd, cd A; N Ay = 0. Fie A; € Ay si A2 € Ay. Spatiile
directoare ale lui A; si Ao sunt, respectiv

Vi={AP, Pe A}, Vo ={4:Q, Q € As}.

Deoarece V.= Vi 4+ Vo, rezulta ca V v € V, exista v; € Vi si vo € Va, astfel incat

v = v1 + v9. Pentru A1A, € V, existd un unic P € A si un unic @ € As, astfel incat

A1As = A1 P+A5Q. Deci AjAs = A1 As+AsP+AsQ, de unde rezulta ca As P+ A5Q = Oy,

ceea ce este absurd, caci A2Q € V5 si ar rezulta ca Ay P € Va, dar P € Ay, deci Ao P ¢ V5.
c¢) Rezulta imediat din a) si b). O
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e Fie A; si A, doud subspatii afine ale spatiului afin A. Inchiderea afind a multimii
Ai U Ay se numeste uniunea subspatiilor A si As si se noteaza A; V As.

Propozitie. Fie (A,V) un spativ afin, Ay si Az doud subspatii afine ale sale si Vi,
respectiv Vo spatiile lor directoare.

a) Dacd A1 N Az # 0, atunci spatiul director al subspatiului afin Ay V Ay este Vi + Va.

b) Daca A1 N Ay = 0, atunci spatiul director al subspatiului afin Ay V Ay este (Vi +
Vo) @ D, unde D este dreapta directoare a unei drepte afine D, determinate de doud
puncte A1 € Ay si Ay € As.

Dem: a) Fie A € A; N Ay. Spatiile directoare ale lui A; si A2 sunt, respectiv
Vi ={AP, Pe A}, Vo ={4Q, Q € Ay},
iar spatiul director al lui Ay V As este
W ={AR, R=aP+6Q, a+8=1,Pec A,Q € Az}

Aratam ca W =V + Vs,

7C” Fie v € W. Rezulta ca v este de forma v = AR, unde R = aP + 8Q, cu P € A; si
Q € As. Deci AR =aAP+BAQ. Dar AP € V1 <V, deci AP € Vi si, analog, AQ € V3,
adica v € Vi 4+ Vs.

727 Fie v € V1 + Vs, Rezulta ca v se poate scrie sub forma v = 51)1 + 51)2, unde v1 € V3

1 1
si vo € V. Deciv = §AP + iAQ’ unde P € A; si Q € Ay, adica v € W.

b) Fie A; € Aj, Ay € Ay si D dreapta afina determinata de punctele A; si Ao. Spatiile
directoare ale lui A; si Ay sunt, respectiv

Vi={A1P, PecA}, Va={A0Q, Q€ A}
Vom arata ca
A1V Ay = A1 vV Ay vV D.

Incluziunea C este evidentda. Fie M € A; VvV Ay vV D. Punctul M va fi de forma M =
aP+p0Q+~vR,unde Pe A;,Qe Ay siReDsia+8+vy=1.

Daca v = 0, atunci M € A; V Ay. Daca v # 0, atunci, scriind punctul R sub forma
R = (1 — )\)Al + AA,, obtinem

deoarece este o combinatie afina (evident, a+3+~(1—\)++vA = 1) de puncte din .4; UAs.
Avem, deci,

AlVA2:A1VAQVD:A1V(AQVD).

Aplicand punctul a) al propozitiei, rezulta ca spatiul director al lui Ay V Ay este Vi 4 (Vo +
D), deci (V4 + V2) + D.
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Ramane de aratat ca (V3 + Vo) N D = {Oy}. Presupunem, prin absurd, ca exista
un vector nenul v € D, astfel incat v € Vi + V4. Deoarece D este un spatiu vectorial
1-dimensional, vectorul v este coliniar cu vectorul Aj As. Deci A1 Ay € Vi + V5. Rezulta cd
exista P € A, siQ € AQ, astfel incat A1 Ao = A1 P+A2Q. Deci A1Ay = A1 Ao+ A P+ A0,
adica AaP + A3@Q = Oy, imposibil, deoarece A2Q) € Aj, iar AP ¢ Ajs. In consecint,
suma spatiilor V7 + V5 si D este directa. O

2.6

Fie A un spatiu afin, A; si As doua subspatii afine ale sale si V1, respectiv V5 spatiile
lor directoare. Spunem ca Ay si As sunt paralele daca Vi contine Vs sau V5 contine
V.

A1 || A<= V1 CVy sau Vo C V.

In multimea subspatiilor afine ale unui spatiu afin A, relatia de paralelism este o
relatie reflexiva gi simetrica.

Pentru subspatiile afine ale lui A care admit acelagi spatiu director, relatia de par-
alelism este o relatie de echivalenta. De exemplu, toate dreptele afine din A, care
au dreapta afina D ca spatiu director, sunt paralele intre ele.

Subspatiile afine A; si As sunt strict paralele dacd Ay || A si A1 N Ay = 0 (daca
intersectia lor este nevida, atunci unul dintre subspatii il contine pe celalalt).

Spatii afine finit dimensionale

2.6.1 Dimensiunea unui spatiu afin

Un spatiu afin A este finit dimensional daca spatiul sau director V este finit dimensional.
Se numeste dimensiune a unui spatiu afin A dimensiunea spatiului sdu director V.

Multimea vida este considerata, prin definitie, un spatiu afin de dimensiune —1.
Spatiile afine de dimensiune 0 sunt punctele.

Un spatiu afin de dimensiune 1 se numeste dreaptd afind (sau dreapta).

Un spatiu afin de dimensiune 2 se numeste plan afin (sau plan).

Un subspatiu afin al unui spatiu afin n-dimensional A va fi, deci, un spatiu afin de
dimensiune p < n. El se va numi p-plan afin (sau p-plan).

Propozitie. Daca S = {Ag, A1, ..., Ap} este un sistem de puncte afin independent, atunci
inchiderea sa afind este un p-plan.

Dem: Inchiderea afing a lui S este un spatiu afin, al carui spatiu director este generat
de sistemul de vectori {ApA1,..., AgA,}, deci are dimensiunea p. O
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Teorema 2.6.1.1. (Teorema dimensiunii pentru spatii afine) Fie A un spatiu afin
finit dimensional, A1, Aa subspatii afine, avand spatiile directoare Vi, respectiv Va, cu
dimV; =p gi dim Vo = q. Daca s = dim(A; V Ag), iar i = dim(V; N Va), atunci

p+q:{ s+i  dacda AiNAy#0

s+i—1 dacd AiNAy =10 (2:8)

Dem: Conform teoremei lui Grassmann, dim V; +dim Vo = dim(V;NVa) +dim (V3 +V5),
adica p+ ¢ =i+ dim(V; + V).

Dimensiunea spatiului afin A; V Ay este dimensiunea spatiului sidu director. Acest
spatiu director este dat de

Vi+V, dacd Ay NAy #0
Vi+Vo+ D daca AlﬂAzz(b ’

deci

' B s dacd A1NAy#0
d1m(V1+V2)—{S_1 daca A1 NAy=10

2.6.2 Repere si coordonate carteziene

Fie A un spatiu afin finit dimensional, de dimensiune n si fie V' spatiul sau director. Se
numeste reper cartezian in A un sistem R = (O; B), unde O € A, iar B = {e1,...,e,}
este o baza a lui V. Punctul O se numeste originea reperului R.

Daca R = (O;B) este un reper cartezian in A, atunci oricarui punct P € A i se
asociaza vectorul sau de pozitie OP € V, iar acesta este de forma OP = x1e1+ ...+ xpen,
cu (x1,...,x,) € K". Deci, orice reper R = (O; B) al lui A defineste o bijectie

A— K", P (x1,...,2p).

Sistemul de scalari (z1, ..., 2,) poartd numele de coordonatele carteziene ale punctului P
fata de reperul R.

Vrem sa vedem ce se intampla la o schimbare de reper in A. Fie R = (O;B) si
R’ = (O, B’) doua repere in spatiul afin (finit dimensional) A, cu B = {ey,...,e,} si
B’ = {e},...,e,}. Reperul R’ este determinat fatd de reperul R atunci cand cunoagtem
coordonatele lui O’ in baza B si componentele vectorilor €] fata de baza B. Presupunem

ca
n

n
00" = Zpioei, € = ijiej-
i=1 j=1

Fie Py = (pip) matricea (coloana) a coordonatelor lui O’ in baza B si P = (p;;) ma-
tricea de trecere de la baza B la baza B’ (vom avea det P # 0). Sistemul de scalari
(pio, pij, det(pij) # 0) poarta numele de coordonatele reperului R’ fatd de reperul R. Aces-
tui sistem de coordonate 1i asociem atat perechea de matrice (P, P), cat si matricea
patratica nesingulara, de ordinul n + 1,

1 0
P, P )’
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numita matrice de coordonate ale reperului R’ fatd de reperul R.
Putem s& determindm, in acelasi fel, si reperul R fata de reperul R’, exprimand vectorul
O'O si vectorii e; in baza B’

n n
/ / / /!
00 = E Pio€i; €j = E P;;€;-
i=1

=1

Daca matricea coordonatelor lui O in baza B’ este P, iar matricea de trecere din baza B’
in baza B este P’ = (p};), cu det P’ # 0, atunci matricea de coordonate a lui R fata de R’

este
1 0
Pé P )

A Loy _ (1 o g (10N 0N_(10
vem PP )=\ p P . Intr-adevar, P P poP)=\a

unde matricea coloand A este datd de A = Py+ P-Pj. Dar P, este matricea componentelor
vectorului OO’ in baza B, iar OO" = —0O’0O. Scriind A = [00'|p + P - [0'O] g si folosind

forma matriceald a trecerii din baza B in baza B’, avem
A=—-[00lp+ P -|00]g =—P-[0'0Olp + P-[0'0O]p =0.

Vom vedea acum cum se schimba coordonatele unui punct din A la o schimbare de

n
reper. Fie P € A. Coordonatele lui P fata de reperul R sunt date de OP = ) w;e;, iar
i=1
n n
fata de reperul R’ sunt date de O'P = 3 x’e’. Fie, de asemenea, OO’ = 3 pipe;. (desen)
j=1 i=1
Deoarece OP = OO’ + O'P, rezulta ca

n n n n n n

!/ /
> “miei =Y pioei + 3 _ahel = poei+ > 25 pijei),
i=1 i=1 =1 i=1 =1 =

deci
n

n n
Zu’wei = Z(Pio + Zpijx})ei'
i=1 j=1

=1

In consecinta, ecuatiile transformarilor de coordonate corespunzatoare schimbarii de reper
sunt

n
x; = pio + Zpijfﬁg, 7= 1,1’L, det(pij) 7& 0. (29)
j=1

Ecuatiile (2.9) au o forma matriceala
X =P+ PX',

unde X = (2;), X' = () si Py = (pio) sunt matrici coloana.
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e O schimbare de reper se numeste translatie daca e, = e;, V i = I,n. In acest caz,
P = I,. Ecuatiile unei translatii sunt

/ .
Ti=pio+x;, t=1n.

e O schimbare de reper se numeste centro-afinitate daca O' = O, adicd Py = 0.
Ecuatiile unei centro-afinitati sunt

n
zi =Y pyaj, i=TLn, det(p;y)+#0.
=

2.6.3 Repere si coordonate afine

Un reper afin intr-un spatiu afin n-dimensional (A, V') este un sistem ordonat de n + 1
puncte afin independente din A,

R ={Ey, E1,...,E,}.
Reperului afin R 1i asociem reperul cartezian
R ={Eo; (EoEr,...,EoEn)},

unde {EoE1, ..., EgE,} este o baza in V. Rezulta ca, pentru orice punct P € A, vectorul
EyP se scrie iIn mod unic sub forma

EgP =1 EgE1 + ...+ anEoE,, ai,...,a, €K,

adica
OP—OEO:Oél(OEl—OEQ)—l-...—i-Ozn(OEn—OEQ), VO e A

In consecinta, pentru orice punct P € A, existd un unic sistem de scalari g = 1 —
a1 — ... — Qp,a1,...,a, €K, astfel incat

P=oyFy+a1Fh+...+a,FE, cuay+ai+...+a,=1.

Sistemul de scalari {a, a1, ..., a,} poarta numele de sistem de coordonate afine (sau
baricentrice) ale punctului P fata de reperul afin R.

Exista o bijectie intre multimea reperelor afine ale unui spatiu afin n-dimensional si
multimea reperelor sale carteziene. Daca R = {Ey, F1, ..., E,} este un reper afin, atunci
reperul cartezian asociat are ca origine punctul Ey, iar baza este data de sistemul de vectori
{EvEr,...,EyE,}. Daca un vector EgP € V are coordonatele carteziene (aq,...,ay,),
atunci coordonatele afine ale punctului P € Asunt (ag = 1—a1 —...—ap, a1, ..., Q).

Fie (A, B) un bipunct nenul. Punctele A si B, fiind afin independente, determina o
dreapta afind D = {P = aA+ (B, a+ (3 =1}.
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Fie P € D, P # B. Rezulta ca exista o, § € K, cu « # 0, astfel incat P = aA + (B,
deci PP = aAP + 3BP, echivalent cu faptul ci AP = 3PB. Notand k = Ba~! € K,
rezultd ca, pentru orice punct P € D, P # B, exista un scalar k € K astfel incét

AP = kPB.

Scalarul k astfel definit poarta numele de raport in care punctul P divide bipunctul (A, B).
Daca P € D, P # B, are coordonatele afine (1 —z,z),z # 1, atunci raportul in care P

x
divide (A4, B) este k = T Coordonatele afine ale lui P se mai numesc coordonate afine

omogene, iar raportul k este coordonata sa afind neomogend (sau coordonata raport).
Fie dreapta afina reala D, determinata de bipunctul nenul (A, B). Exista o bijectie
intre axa R a numerelor reale gi D.

R — D, r+— P=(1—-2)A+2B.

Pe R avem o relatie de ordine: P;(z1) precede pe P(z2) daca x1 < xo. Aceasta relatie
de ordine induce o relatie de ordine pe D. Rezulta ca P precede pe A daca x < 0, P este
intre A i B daca 0 < x < 1 si B precede pe P dacd 1 < x. Daca P are coordonata raport

x

k= 1 , rezulta imediat ca P este intre A gi B dacd k > 0 gi P nu se afla intre A i B
-z

daca k < 0.

Putem extinde coordonatele raport intr-un spatiu afin n-dimensional A. Fie R =
{Eo, Er,...,E,} un reper afin si R = {Ep; EoEn,...,EoE,} reperul cartezian asociat.

Fie P € A, astfel incat coordonatele carteziene ale vectorului FyP sa fie (aq,...,ay) si, in
consecinta, cu ag =1 — a3 — ... — ay,, coordonatele baricentrice ale lui P fata de reperul
afin R sunt (ap, ai,...,a,). Deci

P=aoyEgy+oE1+...+a,E,, FEyP=oa1Egkh1+...+a,FEFE,.
Daca P # Eu,..., E, (ceea ce este echivalent cu faptul ca ag # 0), avem
EoP = Oél(EoP + PEl) + ...+ an(EoP + PEn),

deci
agEgP = oy PE1+ ...+ a, PE,.

Deoarece ag # 0, obtinem

EgyP =kiPE1+...+ k,PE,,

unde k; = aiagl, 1 = 1,n, sunt coordonatele raport ale lui P fata de reperul afin R.
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2.6.4 Raport si biraport de puncte coliniare

Fie {A, B,C} un sistem de trei puncte coliniare si distincte. Notam prin k = (A, B|C)
raportul In care punctul C' divide bipunctul (A, B),

A, B|C —AC

Considerand un reper cartezian pe dreapta suport a celor trei puncte, cu originea intr-
un punct oarecare O si baza data de un vector nenul v, coordonatele carteziene ale celor
trei puncte vor fi A(a), B(b) si C(c). Atunci, raportul (A, B|C') este

c—a
k= (A,B|C) = —
Putem asocia sistemului dat inca cinci astfel de rapoarte si ele vor lua valorile
1 k 1+k
(B, A|C) = = (A,C|B) = —(1+k), (C,A|B) = TR (C,B|A) = R (B,C|A) = o

Punctele A, B gi C fiind distincte, rezulta ca k # 0 (C # A) si k # 1 (C # B). Evident,
daca unul dintre cele gsase rapoarte este determinat, toate celelalte sunt determinate.

Fie {A, B, P,Q} un sistem de patru puncte coliniare si distincte. Numim biraport
al cuaternei ordonate (A, B, P, Q) scalarul
(A, B|P)

PO G By

Punctele A si B se numesc puncte de baza, iar punctele P si Q puncte de diviziune.

Se arata ugor (de exemplu, considerand un reper cartezian pe dreapta suport a celor
patru puncte), ca

(AvB|P7Q) = (B’A|Q’P) = (P’Q|A7B) = (QaP|B’A)

Deci, din cele 4! = 24 cuaterne ordonate care se pot forma cu patru puncte distincte date,
numai sase dintre ele pot avea birapoarte distincte.
Daca A, B, P,(Q sunt patru puncte coliniare distincte, atunci

1
(A7B’P7Q):)‘7 (AvB|Q7P):X7 (A5P|BaQ):1_)‘)
= A0B,P =21 (aqpp -2
_ﬁ7 (7Q| 9 )_Ta (7Q|7 )_ﬁ
O cuaterna de puncte coliniare distincte {A, B, P,Q} este armonica daca biraportul
sau (A, B|P, Q) este egal cu —1. Punctele P si ) se numesc comjugate armonic fata de

bipunctul (A4, B).

(4, P|Q, B)

(AaB|P>Q) =-1l= (A,B’P) = —(A,B‘Q),

deci daca punctul P se afld intre A si B, atunci conjugatul sau armonic () nu se poate afla
intre A si B.
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2.6.5 Reprezentari analitice ale unui p-plan

Fie A un spatiu afin de dimensiune n si V spatiul sau director. Fie A’ un subspatiu afin al
lui A, avand spatiul director V', cu dim V’ = p, deci A’ este un p-plan al lui A. El poate
fi determinat fie printr-un punct Py al siu si spatiul sau director V’, fie printr-un sistem
de p + 1 puncte ale sale, afin independente.

Reprezentari ale unui p-plan determinat de un punct si spatiul sau director

Fie Py € A’ §i {u1,...,up} o baza a lui V', astfel incat R' = {Py; (u1,...,up)} este un
reper cartezian al lui A’. Fie, de asemenea, R = {O; (e1, ..., e,)} un reper cartezian in A.
Pentru orice P € A, avem

OP = OPy + PyP.
(desen)
Dar PyP € V', deci PyP = ijl tjuj. Expriméand si vectorii OP si OF in baza din V,
j=
avem OP = ixiei si OPFy = Zn:l Ti0ei. In plus, fiecare vector u; din baza lui V' se scrie
i= i=
n

uj = Y ugje;. Inlocuind, obtinem
i=1

P
OP =0PF) + Z tju; ecuatia vectoriala a unui p plan,
j=1

sau
n n p n
E Tie; = E T;0€; + E t]’( E uijei)
i—1 i=1 =1 =1

de unde rezulta

P
Ti = Tio + E tju;j, 1 =1,n ecuatiile parametrice ale unui p plan.
=1

Scrise dezvoltat, ecuatiile parametrice ale unui p-plan devin

1 = T10 + t1ur + toure + ...+ tpuly
To = X9g + t1u21 + touon + ... +1Hu
2 20 + t1uol + tougs iz fo oty €K
Tp = Tpo + L1Unt + loun2 + ... + tpunp

e Daca p = 1, obtinem dreptele din A. Fie D o dreapta afina, Py un punct al siu si
v # Oy un vector din spatiul sau director V'’ (V' este o dreapta vectoriala, deci {v}
este o baza in V’). Vectorul v # Oy se numeste vector director al dreptei D. In raport

cu baza {ei,...,e,} din V, v este de forma v = uje; + ... + upe,. Coordonatele
(u1,...,up) ale lui v se numesc parametrii directori ai dreptei D. Obtinem, in acest
caz,
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xr1 = x10 + tuy
To = Tog + tu . . .

2 20 2 ecuatiile parametrice ale unei drepte
Ty = Tpo + tuy

sau
T1 — 10 Ln — Tno . . . .
—————=...= ——— ecuatiile simetrice ale unei drepte.
Uy Up,

Daca A este chiar &, ecuatiile unei drepte care trece prin Py(zo, Yo, 20) si are vectorul
director v(p, ¢, r) sunt

T =x0+tp
y=wot+tqg , tekR,
z=2zy+1r
sau
T—To Y—Yo Z—Z20
p q ro
Daca dreapta este continuta in & (identificat cu xOy), atunci ecuatiile dreptei devin
T =x0+tp
) te Rv
{ = Yo + tq

T—To Y—Yo

p q
sau, in cazul in care D nu este paralela cu Oy,

Y

Y —yo = m(z — xo).

e Daca p = n — 1, obtinem hiperplanele din A. Sistemul de ecuatii parametrice ale
unui hiperplan este

x1 = w10 + tiurn +tourz + ...+ tp—1UIn—1
To = To0 + truor + touss + ...+ tp_1U2n—1

Ty = Tpo + tUpt +totup2 + ...+t 1Unn—1

si rezulta ca

1 — 210 U111 U2 ... Ulp-—1

T2 —T20 U221 U222 ... U2p—1 | 0
— Y

Ty —Tpo Upl Up2 ... Upp—1

deoarece prima coloana este o combinatie liniara a celorlalte. Ecuatia de mai sus este
ecuatia hiperplanului sub forma de determinant. Obtinem, de asemenea,

ai(xy —x10) + ... + an(xy — o) =0  ecuatia carteziana a unui hiperplan
sau

a1x1 + ... +apxy +ap =0 ecuatia carteziana generala a unui hiperplan.
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Reprezentari ale unui p-plan determinat de p + 1 puncte afin independente

Presupunem cé p-planul A’ este determinat de p+1 puncte afin independente {Ag, A1, ..., Ap}.

Vom putea asocia p-planului A’ reperul cartezian { Ag; (AgA1, ..., AgAp)} si problema este
redusa la cazul anterior.
Daca R = {O;(e1,...,en)} este un reper cartezian in spatiul afin A, atunci vectorul

de pozitie al unui punct arbitrar P € A’ este

OP = 0OAy + AP,

sau ,
OP =0Ay + Z tjAoAj.
j=1
(desen)

Exprimand in baza {ei,...,e,}, ca si in cazul anterior, vectorii care intervin, obtinem

n n n

OP = inei, OAO == inﬂeia A()Aj == Oz‘lJ - OAO = Z(SL‘” - .%‘2'0)67;,

i=1 i=1 i=1

iar ecuatiile parametrice ale p-planului determinat de punctele {Ag, A1, ..., Ay} sunt
P
T = Ti0 + th(ﬂfij —xi0), 1=1,n.
j=1

Scriind desfagurat, avem

x1 = x10 + ti(z11 — 210) + t2(x12 — T10) + ... + tp(T1p — 210)
xo = x90 + t1 (w21 — w20) + ta(wa2 — w20) + ... + (w2 — w20)

Ty = Tpo + tl(xnl - an) + tQ(xn2 - xn()) +...+ tp(xnp - an)

De exemplu, ecuatiile parametrice ale dreptei afine determinate de punctele Ay
si Ap sunt
x1 = x10 + t(z11 — T10)

To = X0 + t(T21 — X2
0 ( 0) 7 t e K7
Tp = Tno + t(xnl - $n0)
iar ecuatiile simetrice ale acesteia sunt
Ty — X0 X2 —T20 = Tpn— Tpo
T11 — 10 T21 — T20 Tnl — Tno

Ecuatiile parametrice hiperplanului determinat de sistemul de puncte afin indepen-
dente {Ap, A1,..., Ap_1} sunt

1 =x10 + ti(z11 — z10) + t2(x12 — T10) + - - . + tp—1(T1n—1 — Z10)
xg = x20 + t1(w21 — T20) + ta(22 — x20) + - .. + tp—1(T2m—1 — T20)

Tp = Tpo + tl(xnl - mn()) + t2(xn2 - mnO) +...+ tn—l(xnn—l - xn(])
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iar ecuatia hiperplanului sub forma de determinant este

1 — 210 L11 —x10 12 — 10 --- Lin—1 — T10

T2 — 20 T21 — I20 22 — I20 ... T2pn—1 — T20 =0
- M

Tp —Tpn0 Tnl —Tno Tn2 —Tp0 --- Tnn—1 — Tno

ecuatie echivalenta cu

1 T T11 ... Tin-1
T2 X200 T21 ... T2n—1
=0.
Tn Tpno Tnl --- Tpn-—1
1 1 1 ... 1
Daca un punct P are, in raport cu un reper cartezian R, coordonatele carteziene

(1,...,2y) atunci coordonatele sale afine in raport cu reperul afin R asociat lui R, sunt
(g, 01, ...,0p),unde g =1 — 21 — ... — Ty, 1 = T1,...0Qp = Tp.

Daca in ultimul determinant scidem din ultima linie suma celorlalte linii, obtinem
ecuatia hiperplanului in coordonate baricentrice

a1 10 11 ... Oip—1
Qg Qg0 Q21 ... QO2p-1
=0.
On OQnpo OQpl ... QOpp—1
&p Qoo @p1 .- OOp-—1

Este imediat faptul cid conditia necesara si suficientd pentru ca un sistem de
n + 1 puncte {4p, A1,...,A,} din A sa fie afin independent este ca

1T Y10 11 ... Tin—-1 a1 o190 11 ... O1p—1
X2 T20 T21 ... T2n—1 Qg Q20 21 ... Q2p—1
#0 sau O I 2 2
In Tpo Tpl --- Tpn-—1 Qn Qpp Qpl ... Qpp-—1
1 1 1 e 1 ayg Qoo ap1 ... Opop—1

Vom da o alta reprezentare parametrica a unui p-plan, folosind coordonatele ra-
port ale p-planului. Fie {Ag, A1,..., Ay} un sistem afin independent de puncte din A,
care determind p-planul afin A’. Acestui sistem de puncte i se poate asocia reperul afin
(Ao, Ay, ..., Ap). Orice punct P € A este de forma

P:Oévo—FOélAl—F...—l—OépAp, ao—{—a1+...+ap:1.

Raportand spatiul afin A la un reper cartezian, obtinem sistemul de ecuatii parametrice
ale p-planului A’

Ti = aoTi0 + a1%i1 + ...+ QpTip, 1= 1,n, ag—i—al—i—...—i—ap:l.
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Asociind reperului afin de mai sus reperul cartezian {Ag, (AoA1,...,AoA,)}, vectorul
de pozitie al punctului P este

AgP = a1 AgAq + ...—i—apAoAp,
deci
AgP = al(A0P+PA1) + ... +Olp(AOP+PAp) <
<:>(1—@1—...—Ctp)A()P:CklpAl—i-...—l—OszAp.

~"~
«aQ

Daca P # Ay, ..., A, (echivalent cu ag # 0), atunci

AoP:k?lPAlJr...k}pPAp, k‘j:%, jzl,p.
ap

Rezulta ca
P—AO = kl(Al—P)—l—...—l—kp(Ap—P) < P(l—i—]{?l—i-—l-k'p) :A0+k1A1+---+kpAp-

In consecinta, coordonatele baricentrice ale punctului P sunt date de

P=apgAg+a141+ ... —l—apAp,

unde
1 k; )
ap = D ) a; = D 7]:17]7,
L+ >k L+ >k
J=1 g=1

iar ecuatiile parametrice ale p-planului A’ sunt

p
Ti0 + z kjl’ij
j=1

Ty = y i:1,n.

P
1+ Z kj
=1

Aplicatie. Teorema lui Menelaus. Fie ABC un triunghi oarecare. Punctele A1 € BC,
By € CA, Cy € AB (diferite de A, B, C) sunt coliniare dacd $i numai daca

(B,C|A1)(C,A|By)(A, B|Cy) = —1.
Solutie: Punctele (A, B, ') determina un reper afin. In raport cu acest reper, avem
A1 =(1—=XN)B+ \C,

Bl :,uAJr(l—,u)C,
C;=(1-v)A+vB,
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iar rapoartele din teorema sunt

_ M _
(07A|B1) - 1 — /457 (AaB‘Cl) -

(Bv C|A1) =

1—v

1-X
Punctele Ay, B;, C7 sunt coliniare daca gi numai daca determinantul coordonatelor lor
afine se anuleaza, adica

0 1-Xx A
i 0 1-p|=0= xw+1-N1-p)(l-v)=0.
1—v v 0

2.7 Morfisme de spatii afine

Fie (A,V,¢) si (B, W, 1) doua K-spatii afine. O aplicatie o : A — B se numeste aplicatie
afina (sau morfism afin) daca

o(aP+ pQ) =ac(P)+po(Q), YVPQeEA Va,BcK a+p=1.

Daca (A, V, ¢) este un spatiu afin i O € A, aplicatia ¢ : AXx A — V induce o aplicatie
bijectiva 9o : A —V, P— OP.

Propozitie 2.7.1. O aplicatie 0 : A — B este afina daca si numai daca exista O € A
astfel incat, daca O" = o(0O), aplicatia t : V — W, determinata de relatia

topo =1oroo,
este liniara.

Dem: Relatia t o po = 1o 0 0 este echivalenta cu

VP eA(topo)(P)=(Yoroo)(P) <= t(OP) =a(O)o(P).

A 5 B
LN (2.10)
vV ot W

”=—" Presupunem ca o este aplicatie afind gi demonstram ca ¢ : V — W este liniara.
e ¢ este omogena daca Vv €V, V A €K, t(Av) = M(v).
FieOe A veVig ek
veV = 3IPe A v=0P,
AweV =31Q e A l=0Q,
0Q = )\OP = AQ — AO =\(AP - AO0),VAe A = Q= (1-—XNO+ \P.

Avem

tw) = H0Q) = 0(0)0(Q) = 3(0)a[(1 — N)O + AP] = Aa(0)o(P) = M(OP) = At(v).
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e t este aditiva daca Vv,w € V, t(v + w) = t(v) + t(w).

FieOe Asgiv,weV.
veV =3!Pec Av=O0P,

weW = 31Q € A,w=0Q,

1 1 1 1 1 1
o4 = ] "ot —w = - P+ Q.
2v+2weV:> RGA,2U+2w OR—=— R 5 +2Q

Avem

1P1 =20(0
54‘5@—‘7()

t(v+w) = 2t (;v + ;w) =2t(OR) =20(0)o(R) = 20(0)o

= 5(0)o(P) + 0(0)o(Q) = LOP) + (0Q) = t(v) + t(w).

7<—=" Presupunem ca t este liniara si demonstram ca o este aplicatie afinid. Fie O € A
fixat, A\ e K, P,Q e Asi R=(1— AP+ AQ. Avem

7(0)a(R) = t(OR) = t{(1-\)OP+A0Q] = (1-\t(OP)+A(0Q) = (1-\)a(0)o(P)+ o (0)o(Q),

deci
o(R)=(1-MNo(P)+ M (Q). O

Aplicatia liniara t : V. — W, definita prin ¢(OP) = o(O)o(P) se numeste aplicatia
liniara asociatd lui o (sau aplicatia tangentd la o, sau urma lui o) si are proprietatea cé

VA Be A t(AB) = o(A)o(B).
intr—adevér,

tH(AB) = t(OB — OA) = t(OB) — {(OA) = ¢(0)a(B) — 0(0)o(A) = o(A)o(B).

e O aplicatie afina este unic determinata de o pereche de puncte corespondente O si
O’ si de aplicatia liniard indusa t : V — W.

e Deoarece topp = Yo oo, iar aplicatiile pp si ¥or sunt bijective, rezulta ca aplicatia
afina ¢ : A — B este injectiva (surjectiva, resp. bijectiva) daca si numai daca
aplicatia liniara indusa t : V' — W este injectiva (surjectiva, resp. bijectiva).

Propozitie. Fie 0 : A — B o aplicatie afind.

a) Daca A C A este un subspatiu afin al lui lui A, A" # 0, iar V' este spatiul sdu
director, atunci o(A") este un subspatiu afin al lui B, cu spatiul director t(V').

b) Daca B' C Im o este un subspativ afin al lui lui B, B’ # 0, iar W' este spatiul sau
director, atunci o~ (B') este un subspatiu afin al lui A, cu spatiul director t=1(W').
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Dem: a) Fixam O € A’ gi fie O’ = ¢(0O). Atunci
A={PeA, OPecV'}
deci
o(A")y={o(P) e B,OP e V'} ={o(P) € B,o(0)o(P) =
=t(OP) € t(V")} = {o(P) € B,O'a(P) € t(V")}.

Dar O' € o(A') si t(V') < (V) < W, deci o(A’) este un subspatiu afin al lui B, cu spatiul
director t(V").
b) Avem
B ={P e B,O'P e W'},
deci

o ' B)={c"(P)ec A OP ecW'}={PcAOcP)cW}=
={PcAc(0)o(P)c W'} ={Pc At(OP)c W'} ={P c A OP ct ' (W)}

Dar O € Asi t1(W') <t~ 1Y(W) <V, deci 0~ }(B’) este un subspatiu afin al lui A, cu
spatiul director t~1(W’). O

Consecinte:
e Daca o : A — B este o aplicatie afina, atunci

a) Im o este un subspatiu afin al lui B.

b) Daca A; si Az sunt subspatii afine ale lui A, atunci A; || Ay = o (A1) || o(A2).
Intr-adevar, daca A; || Az, atunci V7 C Vo sau Vo C Vi, deci (V1) C t(V2) sau
t(Va) C t(V1) si, deci, o(Ay) || 0(A2).

e Daca o : A — B este o aplicatie afind injectiva, atunci pentru fiecare B € Im
o, 0~ 1(B) este un punct din A. intr—adevér, B este un subspatiu afin al lui B,
cu spatiul director {Oy}, deci 0~!(B) este un subspatiu afin al lui A, cu spatiul
director t71(0y/) = kert. Dar o este injectiva, deci t este injectivi si kert = {0y }.
In consecints, spatiul director al lui o~ !(B) este {Oy}, deci o—'(B) este un punct
al lui A.

e Daca o : A — B este o aplicatie afina surjectiva, atunci pentru fiecare B € B,
spatiul director al subspatiului 0~!(B) este kert C V. In consecinti, daci By, By €
B, atunci o~ 1(By) || o71(By).

Exemple de aplicatii afine

e Aplicatii definite pe K" cu valori in K™
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Fie 0 : K" - K", o(x1,...,2n) = (Y1, --,Ym), unde

n
yj:Zaﬁxi—i—bj, jzl,m.
=1

Aceasta este o aplicatie afind, iar aplicatia liniara asociata este
t: K" = K™ t(x1,...,2n) = (Y1, - s Ym)s

unde

n
y; = E aj;ri, Jj=1,m.
=1

e Omotetii de centru O si raport &
Fie O € A un punct fixat si k € K*. Aplicatia
op: A— A o(P)=(1-k)O+EP,

se numesgte omotetie de centru O si raport k. Evident, o;(O) = O. Aceasta este o aplicatie
afina, iar aplicatia liniara asociata este

tp: V=V, t(OP)=kOP,

adica omotetia vectoriala de centru O si raport k.
Omotetia de raport k = 1 este 14, iar 1 = 1y. Omotetia de raport k = —1 este
simetria lui A fata de O, o_;(P) =20 — P, iar t_;(OP) = —OP.

Propozitie. Fie (A1,V1), (Az, Va) si (As, V3) trei spatii afine si oy : A — Ag, 09 : Ag —
As aplicatii afine, cu aplicatiile liniare induse t1 : Vi — Vs, respectiv to : Vo — V3. Atunci
o9 001 : Ay — As este aplicatie afind, iar aplicatia liniard indusd este t =ty o tq.

Dem: Pentru orice a, 8 € K, a+ 8 =1, gi orice P,Q € A;, avem
(o2 001)(aP + Q) = g2(ao1(P) + Bo1(Q)) = aoa(o1(P)) + Boz(01(Q)),
deci o5 0 01 este o aplicatie afind. In plus, pentru orice A, B € A,
(02 001)(A)(02 0 01)(B) = 02(01(A))02(01(B)) = t2(01(A)01(B)) = t2(t1(AB)),
deci aplicatia liniara asociata lui o9 o o1 este t3 o ty. [

Propozitie. Daca o : A — B este o aplicatie afina bijectiva, iar aplicatia liniard indusd
estet:V — W, atunci 0~ : B — A este aplicatie afind, iar aplicatia liniard indusd este
LW = V.
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Dem: Fie o, € K, cu a+ 8 = 1si fie P,Q € B. Rezulta ca exista A, B € A, astfel
incat 0(A) = P, 0(B) = Q. Avem

o HaP+4Q) = 0 Y (ao(A)+B0(B)) = 0 *(o(aA+BB)) = aA+BB = ac }(P)+Bo "1 (B),
Deci 0! este aplicatie afina. In plus, deoarece
o (P)o™H(Q) = 07 (a(A)o ™ (0(B)) = AB =t~ (PQ),

rezultd ca aplicatia liniara indusa de o~ ! este t~1. [

O aplicatie afina bijectiva o : A — A se numeste afinitate (sau automorfism afin, sau
transformare afind) a spatiului afin A.

Multimea afinitatilor unui spatiu afin A formeaza un grup in raport cu operatia de
compunere. Acest grup se noteaza GA(A) si se numeste grupul afinitatilor lui A.

2.7.1 Translatii si centro-afinitati

O translatie pe un spatiu afin A este o afinitate o : A — A, cu proprietatea ca aplicatia
liniara indusa este aplicatia identica t = 1y : V' — V. Rezulta ca o translatie este unic
determinata de o pereche de puncte corespondente.

Fie 0 : A — A o translatie, O € A i 0(O) € A corespondentul lui O prin 0. Aplicatia
liniard indusi de o este 1y, deci, pentru orice P € A, avem OP = t(OP) = ¢(O)o(P). In
consecinta,

OP = 00(0) 4+ c(0O)o(P) + o(P)P,

de unde rezulta ca
VPeA, Oc(0O) = Po(P).

Vectorul v = Po(P) € V, (care depinde numai de o), poarta numele de vectorul translatiei
o.

Propozitie. Multimea translatiilor unui spativ afin A este un subgrup al grupului afinitatilor
GA(A), izomorf cu grupul aditiv al lui V. Este, deci, un grup comutativ.

Dem: Fie

GTA) ={oc: A—- A t=1y}

multimea translatiilor spatiului afin 4. Este evident ca produsul (compunerea) a doua
translatii este o translatie (daca o1, o9 sunt translatii, atunci aplicatia liniara indusa de
produl og 0 0] este tpoty = 1y oly = 1y) si ca inversa unei translatii este tot o translatie
(inversa lui 1y este tot 1y). Deci GT (A) este un subgrup al lui GA (A).

Orice translatie o este unic determinata de vectorul v = Po(P) € V, iar acest vector
este independent de alegerea lui P € A. Consideram aplicatia

h: GT(A) -V, o—wv=Po(P).
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e h este un morfism de grupuri.

Intr-adevir, fie o1, 03 € GT (A), v1, respectiv vy vectorii corespunzétori si fie P € A un
punct fixat. Avem

h(og001) = P(og001)(P) = Po1(P) + 01(P)(o2001)(P) = v1 + vy = h(o1) + h(o2).
e h este injectiva.
Daca h(o1) = h(o2), atunci Po1(P) = Poy(P),V P € A, deci 01(P) = 02(P) = 01 = 09.
e h este surjectiva.

Pentru orice v € V si P € A, fixat, exista un unic punct Q € A, astfel incat PQ = v.
Notand @ = o(P), aplicatia h este surjectiva.

Deci h este un izomorfism de grupuri. Deoarece V' este abelian, si grupul translatiilor
GT (A) este abelian. [

Izomorfismul de mai sus ne permite sa definim pe grupul abelian al translatiilor GT
(A) o structura de K-spatiu vectorial. Operatia externa este data de

Kx GT(A) — GT(A), (\o)— 0o =)o,
unde translatia Ao este definita prin

Po’(P) = APa(P), VP € A.

O centro-afinitate de centru O a spatiului afin A este o afinitate ¢ : A — A, cu
proprietatea ca o(0O) = O.

Dacd ¢t : V — V este aplicatia liniara indusa de aplicatia afind o : A — A, atunci o
este o centro-afinitate daca si numai daca

t(OP) =00(P), VPeA
Notam prin GCAp(A) multimea centro-afinitatilor de centru O ale spatiului afin A.

Propozitie. GCAp(A) este un subgrup al grupului afinitatilor GA(A), izomorf cu grupul
GL(V) al transformarilor liniare ale spatiului director V.

Dem: Este evident ca produsul (compunerea) a doua centro-afinitati de centru O este
o centro-afinitate de centru O (daca o1, o2 sunt centro-afinitati, o1(0) = O, 02(0) = O,
deci 09 0 01(0) = O) si ca inversa unei centro-afinitati este tot o centro-afinitate (daca
a(0) = O, atunci 071 (0) = O). Deci GCAp(A) este un subgrup al lui GA (A). Fie

h: GCAp(A) — GL(V), o —t.
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e h este un morfism de grupuri.
Intr-adevir, fie oy, 09 € GCAp(A) si t1, respectiv tg aplicatiile liniare induse. Avem
h(oy001) =tyot; = h(oy) o (02).
e h este injectiva.

Daca h(o1) = h(o2), atunci t; = ta, deci t1(OP) = t3(OP) = Oo1(P) = Oo2(P) =
O‘1(P) = O'Q(P) = 01 = 09.

e h este surjectiva.

Fie t eGL(V) si O € A fixat. Pentru orice P € A, exista un unic punct @ € A, astfel
incat t(OP) = OQ. Notand Q = o(P), aplicatia h este surjectiva.
Deci h este un izomorfism de grupuri. [J

Teorema. Fie O € A. Orice afinitate 0 : A — A se scrie, in mod unic, sub forma
o =o01000, unde oo € GCAp(A) sior € GT(A).

Dem: Fie o; translatia definita de perechea de puncte O si 0(O). Deci Oc1(0O) =
00 (0), adicd 0(0) = 71(0). Evident, oy, definita in acest fel, este unici. Fie oo = o7 ‘oo
Deoarece

00(0) = 07(0(0)) = o7 '(1(0)) = O,

rezulta ca oo este o centro-afinitate de centru O si 0 = 01 00p.

2.7.2 Proiectori si automorfisme afine involutive

Un proiector afin pe un spatiu afin A este un endomorfism afin 7 : A — A, cu proprietatea

ca w2 = .

e Aplicatia liniara p : V — V, asociati unui proiector afin 7 : A — A, satisface p? = p,
adica este un proiector vectorial. In consecinta, V = Im p & ker p.

e Fiecare punct P € Im 7 este un punct fix pentru . intr—adevér, daca P € Im m,
atunci P = 7(Q) si 7(P) = 72(Q) = m(Q) = P. Deci A; = Im 7 este un subspatiu
de puncte fixe. Mai mult, orice proiector afin 7 : A — A reprezinta o proiectie a
lui A pe subspatiul sdu A; =Im 7, ficutd paralel cu un subspatiu As, de directie
suplimentara Vo = ker p. Dacd O € A;, fixat, atunci pentru orice P € A, avem

OP = On(P) + OP',

unde O7(0) € Im p, iar OP' € ker p.

(desene)

Un automorfism afin involutiv al unui spatiu afin A este un endomorfism afin o : 4 —
A, cu proprietatea ca o2 =1 A-
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e Aplicatia liniara s : V — V, asociati Iui o, satisface relatia s> = 1y, deci este un
automorfism vectorial involutiv. In consecinta, si o este un automorfism afin.

Legatura dintre proiectori si automorfisme afine este data de:

e Daca o este un automorfism afin involutiv, atunci aplicatia

1 1
7To—2./4_>./4, TFO—(P):§P+§O'(P)
este un proiector afin.

e Daca 7m: A — A este un proiector afin, atunci aplicatia
or: A— A, op(P)=2n(P)—-P

este un automorfism afin involutiv.

(desene)

2.7.3 Morfisme de spatii afine finit dimensionale

Fie (A, V,p) si (B, W,4) doua spatii afine finit dimensionale, de dimensiuni n, respectiv
m, o : A — B o aplicatie afing, iar ¢t : V — W aplicatia liniard indusa.

Se numeste rang (respectiv defect) al aplicatiei o, rangul (respectiv defectul) aplicatiei
liniare induse ¢t. Rezulta imediat ca

e rang 0 = dim Im o;
e VQ € Im o, def 0 = dimo~1(Q);
e rang o+ def o = n.

Propozitie. Fie R = (O;(e1,...,ey)) un reper cartezian in A, iar B' = (O'; (f1,..., fm))
un reper cartezian in B. Daca P(x1,...,x,) € A si P'(y1,...,ym) € B, atunci o aplicatie
afind

c:A—B, P—oP)=F

este determinata de sistemul de ecuatii

n
i = aywi+b;, j=TLm, (2.11)
i=1
iar aplicatia liniard indusa
t:V-Ww
are ecuatiile
n
yj = Zajixi, j = 1, m. (2.12)
i=1
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Dem: Ecuatiile (2.11) sunt numite ecuatiile aplicatiei o fata de reperele R si R'.
Fie (b;) coordonatele lui 0(O) in reperul R'. Avem

O'P'=0'0c(P)=0"0(0) +0(0)o(P) =0'c(0) + t(OP),

deci

Zyjfj = Z bjfj + t(z xiei) <~ Zyjfj = Z bjfj + Zmit(ei) -~
j=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
SN yifi=D bifi+ Y wiy aifi ey yifi=Y bifi+> O auw)fj,
j=1 j=1 i=1  j=1 j=1 j=1

j=1 i=1
de unde rezultd (2.11). Deoarece t(OP) = o(O)o(P) = O'c(P) — O'c(0), obtinem (2.12).
O
Sistemul de scalari (aj;, bj) poarta numele de coordonatele aplicatiei afine o fata de
reperele R si R'. Acest sistem este format din coordonatele (aj;) ale aplicatiei liniare
induse ¢ In bazele (e;) si (f;) si din coordonatele (b;) ale punctului o(O) in reperul R'.
Ecuatiile (2.11) se pot scrie sub forma matriceala

Y = AX + B,

unde Y = (y;), X = (x;) si B = (b;) sunt matrici coloana, iar A € M, (K). Aceasta
ecuatie matriceald se mai poate scrie sub forma

(1)-( (3

. . 1 0 . IV o L.
iar matricea ( B A > este matricea asociata aplicatiei o. Rezulta imediat ca

ranga—rangA—rang( 10 )
N N B A )

In cazul unui endomorfism afin, raportam atat P cat si o(P) la acelagi reper R.
Ecuatiile lui o sunt de acelasi tip, iar A este o matrice patratica.

Fie 0 : A — A un endomorfism afin al spatiului afin n-dimensional A si R =
(O, (e1,...,e,)) un reper cartezian. Ecuatiile lui o sunt

n
y]:ZaijZ+bj7 jzlanv
=1

iar ecuatiile aplicatiei liniare induse ¢ sunt

n
Yy = E a;;xi, J=1,n.
i=1
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e o este un automorfism afin daca si numai daca ¢ este un izomorfism de spatii
vectoriale, ceea ce este echivalent cu det A = det(a;;) # 0; avem X = A~'Y — A~!B;

e o este o translatie daca si numai daca t = 1y, adica A = I,, sau a;; = 5 ; vectorul
corespunzator translatiei o are coordonatele b; = y; — xj;

e o este o centro-afinitate de centru O daca si numai daca o(O) = O, adica B = 0,
deci b; = 0.

Teorema 2.7.3.1. Fie R = (O;(e1,...,e,)) si R = (O';(e),...,el) douda repere carteziene
ale unui spatiu afin n-dimensional A. Fxistd o transformare afind o : A — A, unic deter-
minata de

O' =c(0), e =tle), i=1n.

1) in reperul R/,

Daca P are coordonatele (x;) in reperul R si o(P) are coordonatele (}

atunci ecuatiile transformdrii o in reperele R, R’ sunt

/ .
T, =z t=1n.

Dem: Existd intotdeauna o transformare afind o : A — A, pentru care O’ = ¢(O) si

n n
e, =t(e;),i=1,n. Fie OP = ) wje; si O'P' = Y xle;. Avem
=1 1=1

n n n
t(OP) = t(z xie;) = Z zit(e;) = ine;
i=1 i=1 i=1
si, in acelagi timp,

t(OP) = 0(0)o(P) = O'P' = le e,

deci 2} =2, V, i =1,n.

Deoarece t este unic determinatd de valorile sale pe vectorii bazei (e;), iar o este
determinatd de o pereche de puncte corespondente O si o(O) si de aplicatia liniara ¢
indusa, rezulta ca o este unica. [

2.7.4 Ecuatiile carteziene ale unui p-plan

Consideram K™ atat cu structura canonica de K-spatiu vectorial, cat si cu structura
canonica de spatiu afin.

Fie A un spatiu afin de dimensiune n si o : A — K" o aplicatie afind. Nucleul aplicatiei
o, notat ker o, este subspatiul afin ¢=1(0), unde 0 € K™,

Am vazut ci, dacd o este surjectiva, atunci kero este un p -plan A’ C A, unde
p = n — m. Deci, nucleul unei aplicatii afine surjective este un p -plan. Mai mult, orice
p-plan se poate "vedea” ca nucleul unei aplicatii afine surjective.

Propozitie. Pentru orice p-plan A’ C A, ezista o aplicatie afind surjectivi o : A — K" 7P,
astfel incat kero = A'.
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Dem: Fie R = {O; (¢j),j = 1,p} unreper in A’. Baza acestuia se poate completa pana
la 0 bazd a spatiului director al lui A, astfel incat R = {O; (ej,es),j = 1L,p,B =p+1,n}
este un reper cartezian in A. Consideram reperul canonic {O;(fy),y € 1,n — p} al lui
K"=P,

Conform Teoremei 2.7.3.1, exista o aplicatie afind o : A — K" P, caracterizatd prin

0(0)=0, tler)=...=t(ep) =0,

t(6p+1) = flv s 7t(€n) = fn—p7

unde t este aplicatia liniara indusa de . Coordonatele lui o sunt

b] = 07 .7 = lvn - D (ajz) = <®p7In—p>7 .] = 17p7 1= lvn'
e Pc A < o(P) = 0;

e rang (aj;) =n — p, deci o este surjectiva. O

Fie (z1,...,z,) coordonatele unui punct P € A fatd de un reper cartezian R =
{O; (e1,...,e,)} din A si fie A C A un p-plan. Acesta coincide, deci, cu nucleul unei
aplicatii afine surjective o : A — K" P A’ = kero. Tinand cont de ecuatiile unei aplicatii
afine (2.11), rezulta ca P € A’ daca si numai daca sistemul de coordonate (z1,...,zy)
este o solutie a sistemului de ecuatii

n
Zajz‘iﬂi +b;=0, j=1,n—p, rang (a;)=n—p. (2.13)
i—1

Spatiul director V"’ al lui A’ este determinat de ker ¢, unde ¢ este aplicatia liniard indusa
de 0. Folosind (2.12), rezulta c& un vector v se afla in subspatiul director al p-planului A’,
v = (v1,...,v,) € V', daca gi numai dacd componentele sale (vy,...,v,) verifica sistemul
de ecuatii omogene

n
Za]ll‘l = 07 j = ]-7 n—p, Trang (a’jl) =n-—-p. (214)
i=1

Sistemul de ecuatii (2.13) poarta numele de ecuatiile carteziene generale ale p-planului
afin A" C A in raport cu reperul R, iar (2.14) ecuatiile p-planului vectorial director.

e Daca p-planul considerat este un hiperplan, el va fi determinat de o singura ecuatie
carteziana

n
Zaixi +b=0, rang (a;)=1.
i=1
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e O dreapta afina intr-un spatiu afin 3-dimensional va fi determinata de un sistem de
ecuatii de forma

a1121 + a12x2 + a13x3 + b1 =0 rang ail a2 a1z \ _ 9
a1 + a2 + ag3r3 + by =0 ’ a1 G2 a3

Un sistem de coordonate pentru un vector director al acestei drepte va fi o solutie a
sistemului omogen

a11v1 + ajove + aj3vy =0 rang air Gz 013\ _ o
a1V + a2V + aggvz =0 ag1 Q22 A23

e Un plan afin dintr-un spatiu afin 3-dimensional va fi determinat de o ecuatie de
forma
a1x1 + agwe + azrs + b =0, rang (ay,az2,a3) = 1.

Coordonatele unui vector din spatiul sdu director vor fi o solutie a ecuatiei omogene

ajvy + agve +azvy =0, rang (a1, az,a3) = 1.

2.8 Forme afine

Fie (A, V) un K-spatiu afin, iar pe corpul K vom considera atat structura canonica de
K-spatiu vectorial, cat si structura canonica de spatiu afin.
Se numeste formd afind pe spatiul afin A o aplicatie afind F': A — K. Deci

F(aP+ Q) =aF(P)+8F(Q), YPQe A Ya,B3eK,a+3=1.

Orice aplicatie afind induce o aplicatie liniara intre spatii vectoriale. Deci, formei afine
F: A — Kise asociaza forma liniara f : V' — K, cu urméatoarea proprietate: daca O € A
este un punct arbitrar, numit origine, atunci f(OP) = F(O)F(P),V P € A. Dar, in K|
F(O)F(P) = F(P)— F(O), deci

f(OP)=F(P)— F(O), VP e A.

Vom nota cu r = OP wvectorul de pozitie al punctului P fata de originea O si b =
F(0) € K. Rezulta ca
F(P)=f(r)4+0b, VPeA (2.15)

e Forma afind F' este, deci, determinata de forma liniara indusa f gi de valoarea b a
lui F' in originea O.

e O forma afind F' este constanta daca si numai dacd forma liniara indusd f este
forma nula.
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e Dacid A este un spatiu afin n-dimensional, iar R = (O; (ey,...,e,)) este un reper
n

cartezian, atunci, exprimand vectorul r = OP = ) x;e;, vom avea
i=1

FO)= O wie) =Y flewi =Y awi,  a; = f(er),
=1 =1 =1

deci o forméa afind este datd de o functie polinomiala de gradul I, in coordonatele
(x;) ale punctului P,

F(P):Za2$l+b, VP(xl,...,xn)EA.
=1

Sistemul de scalari (a; = f(e;),b = F(O)) poarta numele de coordonatele formei F
in reperul R.

Hiperplane afine
Se numeste nucleu al formei afine F : A — K subspatiul afin F~1(0g),
ker F = F71(0) = {P € A,F(P) =0 € K}.

Propozitie. Conditia necesard gi suficientd pentru ca o submulfine nevida H C A sa fie
hiperplan afin este sa existe o forma afing neconstanta F : A — K, astfel incat H = ker F'.

Dem: ”=—" Fie H un hiperplan afin al lui A. Spatiul sau director este un hiperplan
vectorial H. Fixam un punct Py € H. Atunci

H={PP, PecH}

H fiind un hiperplan vectorial al spatiului director V' al lui A, rezulta ca H coincide cu
nucleul unei forme liniare nenule pe V, adica exista f : V — K, f # 0, astfel incat
H =ker f. Deci f(PpP)=0€ K,V PyP € H, adica f(PpP)=0€ K,V P € H.

Fixam un punct origine O € A. Avem

VPeH, [f(OP)=f(OPR)+ f(RP)=[f(OR).
Definim F' : A — K, prin
F(P)= f(OP)+ F(0), Y PecA unde F(O)=—f(OF).
Aceasta este o forma afind neconstantd pe A gi, in plus,
PeckerF < F(P)=0<+«= f(OP)=—-F(0O)= f(OPy)) <= P € H.

"<=" Fie F : A — K o forma afind neconstanta si fie H = ker F'. Nucleul lui F' este
un subspatiu afin al lui A, avand spatiul director ker f, unde f : V — K este forma liniara
asociatd lui F'. Deoarece F' este neconstanta, rezulta ca f este nenuld, deci ker f este un
hiperplan vectorial al lui V. In consecinta, H este un hiperplan afin. [J

Fie I} i F5 doud forme afine neconstante pe A.
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e Hiperplanele afine ker F si ker F, coincid daca si numai daca F; si Fb sunt proportionale.
ker F1 =ker Fo <= 3N € KA #0, F1(P) = AFy(P), VPeA
intr—adevér,
ker I} = ker Fy = ker fi = ker fo = IAN € K, A #0, f1(OP) = Af2(OP), O € Afixat, VP € A=
= F1(P) = F1(0) = A(F2(P) — F1(0)) = Fi(P) = ARa(P) + [F1(0) — AR(0)] =
F1(P) = AF2(P) + [~ 1(ORy) + Af2(OFRy)] = AF»(P).
Reciproc, daca Fi(P) = AFy(P), este evident ca ker F = ker Fb.

e Hiperplanele afine ker I} si ker F5 sunt paralele daca si numai daca formele liniare
f1 ¢ fo induse sunt proportionale.

Evident, deoarece spatiile vectoriale ker f; si ker fo trebuie sa coincida, deci f; si fo sa fie
proportionale.

Ecuatia generala a unui hiperplan afin este
fr)y+b=0, r=0P, b=F(O), f#0. (2.16)

Daca spatiul afin A este n-dimensional si este raportat la un reper cartezian, obtinem din
nou ecuatia carteziana generala a unui hiperplan

n
Zaixi +b=0, rang (a;) =1

Pozitia unei drepte fata de un hiperplan

Fie (A, V) un spatiu afin, D o dreapta a lui A si H un hiperplan. Ecuatiile lui D gi H sunt
D:ir=rg+tv, tekK, veD,
H:f(r)+b=0, f#0,bek.

Pozitia lui D fata de H va fi datéd de solutiile sistemului

{ r=rg+tv
fry+b6=0 "

Eliminand pe r, obtinem

fw)-t—+ f(ro)+b=0.

y A o . f(ro) +0 .

e Daca f(v) # 0, ecuatia (in t) are o singura solutie t; = —T Dreapta si
v

hiperplanul vor avea un punct comun P;, cu vectorul de pozitie r1 = 79 + t1v.

Dreapta intersecteaza hiperplanul.
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e Daca f(v) = 0, rezulta ca orice vector v din spatiul director al lui D este continut in
nucleul lui f, deci in spatiul director al hiperplanului H. Dreapta este paralela
cu hiperplanul.

— Daca f(rg) + b # 0, ecuatia nu are solutii, deci D gi H nu au nici un punct
comun. Ele sunt strict paralele; D || H.

— Daca f(rg) + b = 0, ecuatia are o infinitate de solutii. Dreapta este continuta
in hiperplan; D C 'H.

Snop de hiperplane

Fie (A, V) un spatiu afin si (A’, V') un subspatiu afin al sau.

Snopul de hiperplane de centru subspatiul A" C A este multimea tuturor hiperplanelor
din A care contin pe A’.

Snopul de hiperplane de directie subspatiul V' <V este multimea tuturor hiperplanelor
din A, al ciror spatiu director contine pe V.

In continuare, presupunem ci A este un spatiu afin de dimeniune n.
Fie A’ un p-plan afin din A. Acesta este dat de un sistem de n — p ecuatii liniare:

n
A Zaﬁxi +b;=0, j=1,n—p, rang (a;)=n—p. (2.17)
i=1
Fie H un hiperplan din A, dat printr-o ecuatie liniara:
n
H : Zaﬂi +b=0, rang (a;) =1 (2.18)
i=1

Hiperplanul ‘H apartine snopului de hiperplane de centru p-planul A’ dac& si numai daca
multimea solutiilor sistemului (2.17) este continuta in multimea solutiilor ecuatiei (2.18).
Aceasta se Intampla daca gi numai daca rangul matricei extinse a sistemului determinat
de ecuatiile lui (2.17) si (2.18) este egal cu rangul matricei (a;;) a sistemului (2.17), deci
cun—op,

ai aiz o Qg by
rang =n-p
An—pl OAp—p2 ' Qn—pn bn—p
ay as e an, b

ceea ce este echivalent cu faptul ca ultima linie a matricei de mai sus este o combinatie
liniara a celorlalte linii.

In consecinta, hiperplanul H apartine snopului de hiperplane de centru p-planul A’
daca si numai dacd exista scalarii A1,..., \,—p, nu toti nuli, astfel incat

n—p n—p
a; = E )\jaji, 1= 1,n, b= E )\jbj-
J=1 J=1




Evident, ecuatia unui hiperplan din snopul de hiperplane de centru p-planul A’ dat
prin (2.17) este

n—p n
Z /\j(z aj;%; + bj) =0, )\j e K.

j=1  i=1

In particular, daca A este un spatiu afin 3-dimensional, atunci un snop de plane de
centru punctul Py(z19, 20, 30) poartd numele de stea de plane de centru Py. Un plan din
acest snop va avea ecuatia de forma

M (21 — z10) + Aa(z2 — 220) + A3(23 — 30) = 0.

Tot intr-un spatiu afin 3-dimensional A4, un snop de plane de centru dreapta

D : { a7 ,  rang (a;;) = 2,

a2171 + azers + azzw3 +bo =0
se numeste fascicul de plane de axa D. Un plan din acest fascicul are o ecuatie de forma

M(anizr + a2z + arzxs + b1) + A2(az1x1 + azxs + aggxs + by) = 0.

Fie H C A un hiperplan din (A, V'), a carui ecuatie este
n
H : Zaixi +b=0, rang (a;)=1
i=1
si fie V! < V un subspatiu vectorial p-dimensional al lui V,
n
V' Zajix,; =0, j=1,n—p, rang (aji)=n—p.
i=1

Hiperplanul H apartine snopului de hiperplane paralele de directie V'’ daca si numai daca
exista scalarii A1,..., A\,—p, nu toti nuli, astfel incat

n—p
a; = E )\jaji, 1= l,n.
j=1

In consecinta, orice hiperplan paralel cu un p-plan de ecuatii (2.17) va avea o ecuatie

de forma
n

—Pp n
Jj=1 =1

In particular, un hiperplan paralel cu un hiperplan de ecuatie (2.18) va avea o ecuatie
de forma

n
S azi+A=0, AeK
=1
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Intr-un spatiu afin 3-dimensional A, un plan din snopul de plane paralele cu o dreapta
D, de ecuatii

rang (a;j) = 2

p. | anri+ant +apes + by =0
" | @211 + agexe 4+ agxz +be =0 7

va avea o ecuatie de forma

M (anxl + ajoxo + a13x3) + )\g(aglxl + a9 + a23x3) 4+ A =0, rang ()\1, )\2) =1.

2.9 Forme biafine

Se numeste formd biafind pe spatiul afin A o aplicatie G : A x A — K, afina in fiecare
argument.

G(arPi+asPs, Q) = a1 G(P, Q)+0a2G(P,Q), VP, P,Qe A Vo, o eKatay =1,

G(P,01Q14+02Q2) = a1 G(P,Q1)+a2G(P,Q2), YV P,Q1,Q2€ A, Vo, eK a+ay =1

Propozitie 2.9.1. Fie O € A un punct origine si A° spatiul tangent in O la A. Aplicatia
G: Ax A — K este o forma biafing pe A daca si numai dacd existd o forma biliniard
g: A9 x A = K, doud forme liniare f': A° - K, f?: A9 - K si o constantd ¢ € K,
astfel incat

G(P,Q) = g(OP,0Q) + f{(OP) + f*(0Q) +¢, ¥ P,Qe A

Dem: "=" (Orice forma afina F' : A — K este de forma F(P) = f(OP)+ F(O), unde
f: A9 — K este aplicatia liniara indusa de F). Folosind faptul ca aplicatia G : Ax A — K
este afina in primul argument, rezulta ca exista (pentru orice @ € A, fixat) o forma liniara
F': A x {Q} — K, astfel incat

G(P,Q) = F'(OP,Q) + G(0,Q).

Aplicatia F' este liniara in primul argument si afini in al doilea. Folosind faptul ci F!
este afind in al doilea argument, rezultd ci existd o formi biliniara ¢ : A9 x A9 — K,
astfel incat

FYOP,Q) = g(OP,0Q) + F(OP,0).

Aplicatia G este afini in al doilea argument, deci exista o forma liniara F2 : {O} x A°? — K
(asociata lui G(O, Q)), astfel incat

G(0,Q) = F*(0,0Q) + G(0,0).
In consecinta, avem

G(P,Q) = g(OP,0Q) + F'(OP,0) + F*(0,0Q) + G(0,0),
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unde F!: A9 x {0} — K si F?: {0} x A9 — K sunt liniare. Definim
fr: A9 - K, fL{(OP) = FL(OP,0),
f?:1 A% = K, f2(0Q) = F*(0,0Q),
c=G(0,0).

Aplicatiile f! si f? sunt forme liniare si, in plus,
G(P,Q) = g(OP,0Q) + f'(OP) + f*(0Q) + ¢

7<=" Vom verifica faptul ca o aplicatie G : A x A — K, de forma G(P,Q) =
g(OP,0Q) + fY(OP) + f2(0OQ) + c este biafind. Fie aj,a2 € K, cu a3 +ag = 1 si
fie P, P>, Q € A. Avem

G(a1 P + asPs, Q) = g(a10P; + aaOP,,0Q) + fH(a10P; + a20P) + f2(0Q) + ¢ =

= on[g(OP1,0Q)+ f1(OP1)]+az[g(OP2, 0Q)+ [ (OP,)] + (0 +0a2) f(OQ) + (1 +az)c =
= a1G(P1, Q) + aG(P, Q).

Analog se verifica faptul ca G este afinad in al doilea argument. [J

Oricarei forme biafine G i se asociazd un sistem de patru forme (g, f!, f2,¢), unde ¢
este considerat ca o forma afina constanta pe A. Evident, acest sistem depinde de alegerea
punctului origine O, prin relatiile

fY(OP) = FY(OP,0) = G(P,0) — G(0,0),

f(0Q) = F*(0,0Q) = G(0,Q) - G(0,0),
9(OP,0Q) = G(P,Q) — G(P,0) — G(0,Q) + G(0,0).

Alegand un alt punct origine O', formei biafine G i se asociaza sistemul (¢', f', 2, ¢),
unde

G(P,Q) =g (0'P,0'Q) + f'(O'P) + f2(0'Q) + ¢, ¢ =G(0,0).

Vom determina legatura dintre sistemul de forme asociat punctului O si cel asociat lui

O'. Avem
g(0'P,0'Q) =G(P,Q) - G(P,0') - G(O',Q) + G(O",0') =
9(OP,0Q)+ fH(OP)+f*(0Q)+G(0,0)~[g(OP,00")+ f{(OP)+ f*(00")+G(0, 0)] -
~[g(00",0Q)+fH(OO0")+ f*(0Q)+G(0,0)]+¢9(00', 00" )+ f1 (00" )+ (00" +G(0,0) =
= 9(OP,0Q)—g(OP,00")—g(00',0Q)+g(00",00") = g(OP,0'Q)—g(00’,0'Q) = g(0'P,0'Q),

deci

g(0'P,0'Q) = g(O'P,0'Q),
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de unde rezulta ca g nu depinde de alegerea punctului origine O. Vom spune ca g este
forma biliniara pe V' asociata lui G (unde V este spatiul director al lui A).
Relativ la cele doua forme liniare f! si f2, avem

f1(O'P) = G(P,0") — G(O',0) =
= g(OP,0")+fL(OP)+f*(00")+G(0,0)—[g(00",00")+ f1(0O")+ f*(00")+G(0, 0)] =
= fL{(OP) — f1(00") + g(OP,00") — g(00’,00") = f1(O'P) + g(O’'P,00’)
si, analog,
f2(0'Q) = G(0',Q) — G(0',0") = f3(0'Q) + g(00',0'Q).
Forma constant ¢ se schimbii dup relatia

=G(0,0") = c+ fH{(O0") + (00 + g(O0O',00).

Presupunem ca spatiul afin 4 este de dimensiune n i fie R = (O; (eq, . . ., e,)) un reper
cartezian in A. Fie G : A x A — K o forma biafind. Punctelor P,Q € A li se asociaza,
n

n
respectiv, vectorii de pozitie OP si OQ, iar OP = )" z4e; 51 OQ = ) yje;. Avem
j=1

G(P,Q) = g(OP,0Q)+f (OP)+f2(0Q)+ leez,Zy]ej +f1 szez + 2 Zy]e] te=

_szzy]g € +Z$1f € +Zygf2 ¢)

=1 j=1
Notand
aij = gleie;), b= f(e:), b= f*(e;),

expresia formei biafine G, in raport cu reperul R, este
Z Z a;jTiy; + Z biizi + Z byjy; +¢, c¢=G(0,0),
=1 j=1

unde P(x1,...,2p) st QY1,- .-, Yn)-
Ezpresia matriceald a formei biafine G este

G(P,Q) = XAY + B'X + B%Y +¢,
unde

T Y1
X = : Y = D], A= (aif) € Mu(K), BY = (b11 ... bin), B = (ba1 ... bay).

Tn Yn
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Matricea asociatd formei biafine G in reperul R este matricea

A B!
D= < B2 ¢ ’
iar expresia matriceald a lui G devine

G(P,Q) = (‘X1)D ( ’1/ ) .

Fie R’ = (O’; (¢}, ...,€})) un alt reper cartezian in Agi X = PX'+ Py, Y = PY'+ Py,

det P # 0, formulele de schimbare de coordonate. Inlocuind in

G(P,Q)=' XAY + B'X + B*Y +¢

si indentificand cu
G(P, Q) _t X/Alyl + B/lX/ + B/Qy/ + C/,

coordonatele formei biafine G se schimba dupa formulele matriceale
A" =t PAP,
B = ('PtA+ BYHYP,
B” = ('"PjA+ B*)P,
¢ =" PyAPy+ B'Py + B*Py +c.
Daca scriem transformarea de coordonate sub forma
(7)=( T)(Y)
1 0 1 1)
atunci matricea D, asociata formei G, se transforma dupa regula
D’:<§§) 2)0(5 ];0)
a2 ) caa (D P ) mar o

rezultd ci rang D’ = rang D.
Se numeste rang al formei biafine G rangul matricei asociate D, intr-un reper oarecare.

Deoarece

Propozitie. Intre rangul formei biafine G si rangul formei biliniare asociate g avem relatia

rang g < rang G <24 rang g.
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Daca G este o forma biafind pe un spatiu afin A de dimeniune n, in raport cu un reper
R, consideram forma biliniard g asociata lui GG, matricea D asociata formei biafine G gi
matricea A asociatd formei biliniare g. Notam A = det D si 6 = det A, determinantul
mare, respectiv determinantul mic al formei biafine G.

Efectuand o schimbare de reper, relativ la un reper R’ in A, vom avea matricele A’,
D’ si determinantii A, §'.

Deoarece

rang A’ = rang A, rang D' = rang D,

vom spune ca rangul lui G si rangul formei biliniare asociate g sunt invarianti
absoluti ai formei G.
Tinand cont de faptul ca

tp 0 P P
;) _t ’ 0
A" ="PAP, D_<tP0 1>D<O 1),

rezulta ca

A" = (det P)%A, 8" = (det P)?s.

Vom spune ca A si § sunt invarianti relativi de pondere 2 ai formei G. Daca § # 0,
/

atunci =5 deci catul celor doi determinanti este un invariant absolut al formei G.
De asemenea, sign (A) si sign (6) sunt invarianti absoluti ai formei G.
Am vazut ci, la o schimbare a coordonatelor X = PX’ + Py, matricea A, asociatd

formei biliniare g induse de G, se schimba dupa relatia
A" =t PAP,

iar termenul liber
¢ =! PyAPy+ B'Py+ B*Py + c.

Rezulta ca toti coeficientii formei g sunt invarianti fata de subgrupul translatiilor (daca
schimbarea de variabile este o translatie, atunci P este matricea unitate, deci A" = A),
iar termenul liber ¢ este invariant fata de grupul centro-afinitatilor de centru O (o centro-
afinitate are proprietatea ca O’ = O, deci Py =0i ¢ = ¢).

2.10 Forme patratice afine. Aducerea la forma canonica
O forma biafina G : A x A — K se numeste simetricd daca

G(P,Q)=G(Q,P), VPQceA.
In consecinti, G este simetrica dacd si numai dacd g este simetrica si f! = f2.

Daca O € A este un punct origine ales arbitrar, atunci o forméa biafing simetrica este
de forma

G(P,Q) = g(OP,0Q) + f(OP + 0Q) + G(0,0),
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unde g : A9 x A9 — K este o forma biliniarsi simetric, iar f : A9 — K este o formi
liniara. g si f se numesc formele induse de G, relativ la originea O.

Daca A este un spatiu afin de dimensiune n si R = (O;(e1,...,e,)) este un reper
cartezian in A, atunci

G(P, Q) = Z Z i3y + Z bZ(SZZZ + yi) + ¢,
=1

i=1 j=1

n n

unde OP = Y mie;, OQ = Y yjej, aij = glei,ej), aji = ag, by = fH(e;) = f*(e;) i
i=1 j=1

¢ = G(0,0). Matriceal, expresia lui G se scrie

GP,Q)="XAY + B(X +Y)+¢c, 'A=A

Matricea D atagata formei biafine simetrice G este

A B
=5 0)

deci o forma afina G este simetrica daca si numai daca matricea sa este simetrica: ‘D = D.

Daca G : A x A — K este o forma biafind simetricd, notam cu H restrictia sa la
diagonala lui A x A,
H:A—K, H(P)=G(PP).

Functia H se numeste forma pdtraticd afind pe spatiul afin A, asociata formei biafine
simetrice G.
Deoarece

1 1 1 1 1
H(§P+§Q):ZH(P)+§G(P,Q)+ZH(Q), VP QEA,

rezulta ca

G(P.Q) = 2H(3P+ 30) ~ SH(P) + HQ)], ¥ P.QEA

deci functia G este perfect determinata de H.
Forma biafind simetricd G, dedusa din forma patratica H se numeste forma polard
(sau forma dedublatd) a lui H.

Daca O € A este un punct origine, atunci

H(P) = h(OP) + 2f(OP) +c,
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unde h : A9 — K este forma pitratica asociata formei biliniare simetrice g induse de G,
iar ¢ = H(O).
Daca A este un spatiu afin n-dimensional, atunci, in raport cu un reper cartezian

R=(0;(e1,...,en)), avem

ZZCLUI’ZCL'] —{—22() x; + ¢,
i=1 j=1
unde OP = Z zie;, a;j = g(es, €5), aji = aij, by = f(e;) si e = H(O).

Matriceal, avem
H(P)=' XAX +2BX +¢, 'A=A.

Fie G : A x A — K o forméa biafind simetricd, H : A — K forma patratica afind

asociatd lui G, g : A9 x A9 — K forma biliniari asociata lui g, iar h : A9 — K forma
A 'B

patratica (liniara) asociata lui H. Fie D = < B

) matricea asociata lui G. Avem,

evident
p = rang H = rang G = rang D,

r = rang h = rang g = rang A.
Numerele p = rang H si r = rang h sunt invariantii formei patratice H si verifica

r<p<r42.

Teorema 2.11. Fie H o forma patraticd afind pe un spatiu afin n-dimensional A si h
forma patraticd indusd. Ezistd intotdeauna o schimbare de reper in A, astfel incat expresia
lui H sa aiba una din formele:

a) H(P) = \u? + ...+ \u2, dacd p=r,
b) HP) = ui+...+ \u2+p, daca p=r+1,
c) H(P):)\1u%+...+/\ru%—2ur+1, daca p =1+ 2,

unde r = rang h, tar p = rang H.
Oricare din expresiile de mai sus ale lut H se numeste forma canonica a lui H, iar
reperul fata de care H are forma canonicd se numeste reper canonic.

Dem: Fie O € A un punct origine. Forma patratica afina H se scrie

H(P) = h(OP) + 2f(OP) + ¢,

sau, in raport cu un reper cartezian oarecare R = (O;(e1,...,e,)) In A,
E E QT + 2 E b;x; + ¢, Qij = Q.
i=1 j=1
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Forma patratica asociata h este

h(OP) == zn: Zn:ai]’ﬂfiﬂ?]’, Aj; = Q.

i=1 j=1
: . Co A 'B . .
Fie A = (ai;) matricea lui h §i D = 5 . ) matricea lui H.

Daca rang h = r, atunci exista o schimbare de coordonate (deci o schimbare de baze

J
forma patratica h se reduce la expresia canonica

n —_—
in spatiul director A© al lui A) de forma z; = PjiYj, j = 1,n, cu det P # 0, astfel incat
=1

R(OP) = My + ...+ M2, A,y A # 0.

Fata de acest reper, H va avea forma

n
H(P) =Myl +... + M2 +2) by +ec.
=1

Efectuam translatia
21 =Y+ ﬁ
1 1 N

b/
Zr:yer)\*:

Zr4+1 = Yr+1

Zn = Yn

Expresia formei H devine
H(P) =X zi+ ..o+ M22 + 26 21 + o+ 202, +

Matricele atagate lui h si H sunt, respectiv

I, O O
A:(E 8), p=[o0o o |,
O B [/
unde B’ = (b, ...by,).
a) Daca rang H = r, atunci rang D = r, deci b;,; = ... = b;, = 0 §i ¢ = 0. Expresia
lui H este
H(P) = M\2zi 4+ ...+ \22.
b) Daca rang H =7+ 1, atunci b, ; = ... =1, = 0 5 ¢ # 0.Notand ¢ = p, obtinem

H(P)=M22+ ... 4+ M\22 + .
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c¢) Dacarang H = r+2, atunci cel putin unul din coeficientii b, este nenul. Presupunem
ca b, # 0. Efectuand schimbarea de coordonate

21 =u
Zp = Uy
1 , . c
Ar+l = _b/i(urﬂ + by otpio + .o+ Dpun + 5) ,

r+1
Zr42 = Ur42

Zp = Un
expresia lui H devine

H(P) = \u}+ ...+ Nu? —2u,y. O

Presupunem ca spatiul afin A este real si ca H are valori reale. Printre cei r termeni
patratici din expresia canonica a lui H, exista p termeni ai caror coeficienti sunt pozitivi
si r — p termeni cu ceoficientul negativ. Eventual renumerotand, putem presupune ca
Aoy Ap >0sica Apyr,..., A < 0. Efectuand schimbarea de variabila

V1 =V )\1U1

Up =/ Aplp
Up4+1 = 1/ | Aps1lupst

v = /| An|uy
Up41 = Ur+1

Un = Up

obtinem formele normale ale expresiei lui H:

a) H(P):v%+...—|—v12)—1111,+1—...—v3, daca p =,
b) H(P)=vi+...+vp —vpy —...— vl +p, dacd p = r+1,
c) H(P):v%—l—...—l—v;—vll)_i_l—...—v3—2vr+1, daca p =1+ 2.

Am vazut ca numarul p este un invariant al lui A. Rezulta ca invariantii absoluti ai
unei forme patratice reale sunt p, r si p.
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2.12 Centre de simetrie

Fie A un spatiu afin gi H : A — K o forma péatratica afind. Un punct Py € A se numeste
centru de simetrie pentru H (sau centru) daca H ia valori egale in orice pereche de puncte
ale lui A, simetrice fata de Py.

Daca P € A, atunci simetricul lui P fata de Py este 2Py — P, deci Py este centru pentru

H daca si numai daca
H(P)=H(2Py—P), VPecA

Avem

H(2Py — P) = G(2Py — P,2P, — P) = 4H(Py) — 4G(Py, P) + H(P),
deci Py este centru pentru H daca si numai daca
H(Py) =G(PRy,P), VPecA. (2.19)

Propozitie. O forma patratica afina H este constanta pe mullimea centrelor sale.

Dem: Fie Py, Qg doua centre ale lui H. Avem

H(Py) =GR, P) VPeA H(Q)=GQ,Q), VQeA
In consecinta,
H(Ry) = G(Py, P) = G(Py, Qo) = G(Qo, o) = H(Qo). U

Propozitie 2.13. Multimea C a centrelor unei forme patratice afine H este un subspatiu
afin al lui A. Dacd C # 0, atunci spatiul sdu director coincide cu spatiul nul al formei
biliniare asociate g.

Dem: Daca C = (), atunci C este un subspatiu afin al lui A. Presupunem ca C # (.
Fie O € A un punct origine, fixat.

PyeC<«= H(P)=G(Py,P), YVPec A=

= h(OPy) + 2f(OPy) + ¢ = g(OPy,OP) + f(OPy + OP) +¢, VP e A+
= h(ORy) + f(OPy) = g(OPy,OP) + f(OP), VP e A<
<= g(OPy,0R) + f(OPy) = g(OPy,OP) + f(OP), ¥ P € A.
Noténd v = OPy — OP € V (unde V este spatiul director al lui A), rezults ci

PyeC <= g(OPy,v)+ f(v)=0, YVoveV. (2.20)
Fie v € V, arbitrar. Definim aplicatia
Fo: A=K, Fy(Q) =g(0Q,v) + f(v).

e [, este o formé afina.
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Intr-adevir, este usor de verificat ca
Fy(aQ + BM) = aFy(Q) + BF,(M), VQMeA Va,feKat+p=1
e PheC<«— FPyckerF,,VveV.

Avem

Py € C = Fy(Py) = g(OPy,v) + f(v) “Z

Rezulta ca
C = m ker F,.

veV

Deoarece F, este o forma afina, nucleul sau ker F), este un hiperplan afin, deci multimea C
a centrelor formei patratice afine H este o intersectie de hiperplane afine, deci un subspatiu
afin al lui A.

Fie W spatiul director al lui C. Daca Py € C, atunci W este

W = {ByF), P, e C).
Vom arata ca W = N(g), unde
N(g) = {PyPy € W,g(PyPy, QuQp) = 0,Y QuQp € W}
Incluziunea N(g) C W fiind evidenta, fie PoPj € W. Avem

(2.20)

g(PoPy, QoQp) = g(OPy—OPy, QuQq) = g(OP;, QoQy)—g(OPy, QuQp) =" —f(QoQp)+f(QoQp) =0,
deci PyPj € N(g) si W = N(g). O

Presupunem ca spatiul afin A este n-dimensional si fie R = (O; (eq, ..., e,)) un reper
cartezian in A. In raport cu acest reper, forma patratica afina H are ecuatia

ZZaU:c,xj—i-QZb zj+c, YV P(x,...,z,) € A

i=1 j=1

Forma biliniara asociata este

qg: A9 x A9 - K, g¢(OP,0Q) = ZZawxzyJ,

=1 j=1

iar forma liniara asociata este

f: A% =K, f(OQ)= be,
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Conform (2.20),
PeC <<= g(OP,v)+ f(v)=0, YveW
n n
Daca OP = ) xje;, iar v = ) vje;, atunci
i=1 j=1

n n n
P(xl,...,xn)EC@ZZaijxivj—i—ijvj:O, VUjGK<:>
i=1 j=1 j=1

<— Z(Z Q5% + bj)vj =0, V (S K.

j=1 i=1
In consecinta, coordonatele (z1, ..., ;) ale unui centru sunt solutii ale sistemului de ecuatii
n
> aijzi+by =0, j=TLn (2.21)
=1
n
Se observa ca ) a;jxi+b; = 392 deci multimea centrelor este data de solutiile sistemului
i=1 Lj
de ecuatii
OH 0
6.%'1 N
OH 0
Ox,

De fapt, P € C <= P € C(H) (P este un punct critic al lui H).
Exemplu: Dacd H(P) = 2? + y? + 2% + 2(zy + yz + 2z2) — 4, atunci C = {(z,y,2) €
R,z +y+2z=0}

e O forma patratica afina H are centre de simetrie daca si numai daca sistemul (2.21)
este compatibil, ceea ce este echivalent cu faptul ci rang A = rang (A,!B). In
aceasta ipoteza, dim C = n— rang A.

e Forma patratica afind H are centru unic daca si numai daca sistemul (2.21) are
solutie unica, adica rang A = n, sau § # 0. Deci H are centru unic daca si numai
daca forma patratica asociata este nedegenerata.

In acest caz, putem alege originea reperului in centrul sau unic . Vom avea B = 0

n n
sic= H(FPy). Expresialui H vafi H(P) = ) ) ajjxzjz;+c. Matricele atagate sunt
i=1j=1
A= (aj) si D = 4 0 deci A = §H(P,). In consecinti, cand originea
- () § - 0 H(PO) I - 0)- § ) g
reperului este aleasa in centrul unic al formei, expresia lui H este
A

i=1 j=1
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Formele care admit centre au expresia canonica de tipul a) sau b). Cele care nu admit
centre au expresia canonica de tipul c).

Observatie: Exista cazuri in care C = (), desi N(g) # {Oy}. De exemplu, daca
H(P) = 2% —2(x +y), atunci C = ), iar N(g) =< (1,0,0), (0,1,0) >.

Daca Py este un centru pentru H si N(g) # {0y}, atunci orice dreapta afina D,
determinata de Py si de spatiu director D < N(g), este o dreapta de centre pentru H. O
dreapta vectoriala D < N(g) se numeste directie centrala a formei H.

2.14 Varietati patratice

Nucleul unei forme patratice afine H : A — K este multimea
ker H = H'(0) = {P € A,H(P) = 0}.

e O submultime H C A se numeste varietate pdtraticd a lui A daca existd o forma
patratica afina H : A — K, astfel incat H = ker H.

e O varietate patratica dintr-un plan (dim A = 2) se numeste conicd (sau curba pland
de gradul 2).

e O varietate patratica dintr-un spatiu afin 3-dimensional (dim A4 = 3) se numeste
cuadrica (sau suprafata de gradul 2).

e O varietate patraticd dintr-un spatiu afin A, cu dim A > 3, se numeste hipercuadrica
(sau hipersuprafatd patratica).

Cand nu este pericol de confuzie, vom spune hipercuadricd in spatiul afin A, in loc de
varietate patratica. Ecuatia unei hipercuadrice este

H(P) = 0.

Fie O € A un punct origine si r = OP vectorul de pozitie al punctului P € A. Ecuatia
hipercuadricei se scrie sub forma

h(r)+2f(r)+c=0,

unde h : A? — K este forma patratica asociata lui H, f : A9 — K este forma liniara
asociata lui H, iar ¢ = H(O).

Daca spatiul afin A este n-dimensional, raportat la un reper cartezian R = {O; (e1,...,ep)},
un punct P € H, de coordonate P(z1,...,x,), verifica
n n n
Z Z Qi T3 5 + Z bzxz +c= 0, Qj; = Qjj,
i=1 j=1 i=1
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sau, matriceal,

'XAX +2BX +¢=0, 'A=A,

(tX1)<g tf)(f)zo, ‘A=A

e Un punct Py € A este centru pentru hipercuadica H daca este centru pentru forma
H.

sau

e Un punct Py € 'H este punct singular daca este centru pentru hipercuadrica H.

e Un punct Py € H care nu este singular se numeste ordinar.

Folosind (2.20), rezulta ca Py € A este centru pentru H daca g(OPy,v) + f(v) =0,V
v eV = A9, adici forma liniara gop, + f : A? — K este forma nula.

In cazul in care A este n-dimensional, centrele unei hipercuadrice H sunt solutiile
sistemului de ecuatii

n
Zai]wi-f-bjzo, 7 =1n.
=1

O hipercuadricd ‘H admite centre daca acest sistem este compatibil, deci rang

A =
t . A 'B
rang (A'B) (< p=rsau p=r+ 1, unde r = rang A, iar p = rang D = B . ).

Din (2.19), rezulta ca Py € H este un punct singular al hipercuadricei H daca
G(Py,P) = H(FPy) =0,V P € A, deci forma afind Gp, : A — K este forma nula.

Daca A este un spatiu afin n-dimensional, atunci punctele singulare ale hipercuadri-
cei H sunt solutiile sistemului de ecuatii

n
Zaijl'i—i-bj:(), i=1n
=1
n

=1

O hipercuadricd admite puncte singulare daca sistemul de mai sus este compatibil,

A>:rangD(<:>p:r).

deci rang A = rang < B

Propozitie. Fie A un spatiu afin n-dimensional real. Ecuatia unei hipercuadrice H C A
poate fi adusa, printr-o schimbare de reper si, eventual, inmulfirea cu un scalar nenul, la
una din urmdtoarele forme normale:

a) x%+...+x§,—x§+1—...—x2:0, daca p=r;
b) x%—f—...—i—xﬁ—xgﬂ—...—x%:l, daca p=r1+1;
¢) i+ tap—al —... —x} =24, dacd p=71+2,
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unde p = rang H, iar r = rang h.

Hipercuadricele pentru care rang H = r + 1 (A # 0) se numesc hipercuadrice propriu-
zise, cele pentru care rang H = rang h < n (A = 0) se numesc hipercuadrice singulare, iar
hipercuadricele singulare pentru care rang H < 2 se numesc hipercuadrice degenerate.

2.14.1 Clasificarea afina a conicelor

O conica este o varietate patratica dintr-un plan afin. Daca planul este raportat la un
reper cartezian, atunci conica H este data de

H ={P(z,y), H(P) = 0},
unde
H(P) = ay12? + 2a102y + agoy® + 2012 + 2boy + ¢, a2) + a2y + a3y # 0. (2.22)

Matricele asociate formei conicei sunt

a ap air a2 b

A= ; D=1 a2 ax b
aiz  ax b b

1 b ¢

Invariantii conicei sunt
p= rang D, r = rang A, p= indicele conicei.

Asociem determinantii

A =det D, 6 = det A.

Daca A # 0, avem o conica propriu-zisa (sau nedegeneratd), iar daca A = 0, conica este
stngulara sau degenerata.

Centrele unei conice sunt solutiile sistemului de ecuatii

a1x +apy +by =0
a12% + azey + by =0

e Dacd § #0 (r =2 si p =2 sau p = 3), atunci rang A = rang (A 'B) = 2 si conica
are un centru unic.

e Daca § =0 (r = 1), putem avea mai multe situatii:

— Daci p = 1, atunci rang A = rang (A !B) = 1 si conica are o dreapta de centre.

— Daci p = 2, atunci rangul lui (A !B) poate fi 1 sau 2. Daca rang (4 'B) =1,
atunci conica are o dreaptd de centre. Daca rang (A 'B) = 2, atunci conica nu
are centru.
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— Daca p = 3, atunci rang (A B) = 2 si conica nu are centru.

p | 7| p | Ecuatia normala Denumirea conicei Natura
conicei
2| 2?4427 =1 elipsa (6 > 0)
5 |1 22—y’ =1 hiperbola (§ < 0) A#0
3 0 —x? -2 =1 elipsa vida conice
propriu-
111 r? =2y parabola (§ = 0) zise
1 2?2 +y* =0 un punct dublu (6 > 0)
21 22 —y> =0 pereche de drepte secante (§ < 0)
2 1 22 =1 pereche de drepte | conice A =0
1 paralele (6 = 0) conice
0 —z?=1 pereche vida de | degenerate singulare
drepte (6 = 0)
1111 22=0 dreapta dubla

O conica propriu-zisa poate fi elipsa, hiperbola sau parabola. O conica degenerata
consta din o pereche de drepte (paralele sau secante), o dreapta dubla sau un punct
dublu.

Conicele propriu-zise cu centru unic sunt elipsa si hiperbola. Conicele degenerate cu
centru unic sunt perechea de drepte secante si punctul dublu.

Singura conica fara centru este parabola, iar conicele degenerate in doua drepte paralele
sau confundate admit o dreapta de centre.

(desene-reprezentarea grafica a conicelor fata de un reper normal)

2.14.2 Clasificarea afina a cuadricelor

O cuadrica este o varietate patratica dintr-un spatiu afin 3-dimensional. Raportand spatiul
la un reper cartezian, cuadrica H este data de

H={P(z,y,2), H(P) = 0},
unde
H(P) = ana®+agy’ +a332° + 20100y + 201302+ 2a03y 7 ++2012+2boy ++2boz +¢, (2.23)
cu a?y + a3y + a3; + ady + a25 + a3 # 0. Asociem matricele
ain a2 a1z b

a1l a2 aig b2

a2 a2 a3
A= | a2 ax a3 |, D= b
13 avs ass ai3 a3 asz b3
b1 bg bg C
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Invariantii cuadricei sunt
p= rang D, r = rang A, p= indicele cuadricei.
Consideram determinantii
A =det D, 6 = det A.

Daca A # 0, avem o cuadricd propriu-zisa (sau nedegenerata), iar daca A = 0, cuadrica
este singulara; daca, in plus, rang H < 2, cuadrica este degeneratd.

Centrele unei cuadrice sunt solutiile sistemului de ecuatii

a1 + aroy + a3z + b1 =0
12T + agey + ag3z + by =0
a13x + agzy + azzz + b3 =0

e Daci § # 0 (r = 3) atunci cuadrica are un centru unic.
e Dacd § =0 (r < 3), putem avea mai multe situatii:

— Daca p > 3, atunci cuadrica nu are centru.

— Daca r =2 gi p =3 sau p = 2, atunci cuadrica are o dreapta de centre.

— Dacar=1gi p=2sau p=1, cuadrica are un plan de centre.

Un punct P(z,y, z) este punct singular pentru H daca este centru si, in plus, P € H,
adica H(P) = 0. In consecinti, P(z,y, z) este punct singular daca este solutie a sistemului
de ecuatii

a1 + ajpy + a3z + b1 =0

a12x + agey + a3z + by =0

a137 + a3y + azzz + b3 =0
bix 4+ boy + b3z +c =0
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0 r p | Ecuatia normala Denumirea cuadricei Natura
cuadricei
3] 2?2 4+9y2+22=1 elipsoid cuadrice
3 2| 224+9y?—22=1 hiperboloid cu o panza propriu-
41 (6#0) 1| 22 —y?2—22=1 hiperboloid cu doua panze zise
0 —22—9y?—22=1 elipsoid vid A#0
2 2 w2 +y? =22 paraboloid eliptic
(6=0) |1 z2 —y? =22 paraboloid hiperbolic
3 3| 22 +y+22=0 punct dublu
(§#£0) [ 2| 22 +9y?—22=00 con
3 9 2 2yt =1 cilindru eliptic
(0=0) |1 2?2 —y?=1 cilindru hiperbolic
0 —x2 -2 =1 cilindru vid
1 1 22 =2y cilindru parabolic cuadrice
(6=0)
2 2 22 +y2=0 dreapta dubla
2 1 22 —y?> =0 pereche de plane
5 (0=0) secante cuadrice
1 1 22 =1 pereche de plane | dege- singulare
paralele
(60=0)1]0 -zt =1 pereche vida de | nerate A=0
plane
1 1 1 22 =0 plan dublu
(0=0)

O cuadrica propriu-zisa poate fi elipsoid, hiperboloid sau paraboloid. O cuadrica sin-
gulara nedegenerata poate fi con sau cilindru. O cuadrica singulara poate degenera in o
pereche de plane, un plan dublu, o dreapta dubla sau un punct dublu.

O cuadrica cu centru unic pate fi un elipsoid, un hiperboloid, un con sau un punct
dublu. O cuadrica fara centru este un paraboloid sau un cilindrul parabolic. O cuadrica
cu o dreapta de centre este un cilindru eliptic, un cilindru hiperbolic, o pereche de plane
secante sau o dreapta dubla, iar o cuadrica cu un plan de centre este o pereche de plane
paralele sau un plan dublu.

Numai cuadricele singulare sau degenerate pot avea puncte singulare. Acestea sunt:
un con, o pereche de plane secante, un plan dublu, o dreapta dubla sau un punct dublu.

(desene-reprezentarea grafica a cuadricelor fata de un reper normal)
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